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Resumo

O Método dos Elementos Finitos € uma técnica numérica destinada a modelagem e solugéo
de equacodes diferenciais parciais. Devido a sua boa precisdo na aproximacao do resultado ele
é geralmente utilizado em ferramentas computacionais para simulagao de fenémenos da cién-
cia e da engenharia. Atividades que demandam simulacdo em tempo real ou grande preciséao,
como por exemplo o processamento de imagens médicas ou o projeto de um carro de for-
mula 1 exigem que a execugao seja realizada com a maxima performance possivel de forma a
antecipar a obtengao dos resultados. Nas arquiteturas modernas de CPUs este objetivo é ge-
ralmente alcangado pelo uso de multiplas threads em sistemas de memoria compartilhada ou
multiplos processos em memoéria distribuida. No entanto, outras formas de paralelismo podem
ser utilizadas. Afim de se obter maior eficiéncia na solucdao do problema em termos do tempo
de execugao e capacidade de processamento, € apresentada neste trabalho uma investigagéao
do impacto da adogao dos diferentes niveis de paralelismo existentes em ambientes multipro-
cessados. Tal investigacao é feita por meio da implementacao elemento a elemento do método
dos Gradientes Conjugados, paralelizado por meio da coloragao da malha e da decomposicao
do dominio pelo método de Jacobi-Schwarz. Os resultados obtidos foram satisfatérios, sobre-
tudo os de granulagao fina associados ao paralelismo dos niveis de instrugéo e de dados. O
maximo speedup atingido foi igual a 8, 6.

Palavras-chave: Paralelismo de hardware, Método dos Elementos Finitos, Método dos Gradi-
entes Conjugados, Decomposi¢cao de dominio.



Abstract

The Finite Element Method is a numerical technique for modeling and solving partial differential
equations. Due to its good precision at the approximation of the solution, it is generally used in
computational tools to simulate science and engineering phenomena. Tasks that require real-
time or high-precision simulation, such as medical image processing or the design of a formula
1 cars, require that execution to be done with maximum performance in order to anticipate
the results. In modern CPUs architectures this goal is usually achieved by the use of multiple
threads in shared memory systems or multiple processes in a distributed memory system. How-
ever, other types of parallelism can be used. In order to maximize the efficiency at the solution
of the problem in terms of execution time and processing power, this paper present an investi-
gation of the impact caused by the adoption of different levels of parallelism at multiprocessing
environments. Such investigation is done with the implementation of element by element Con-
jugated Gradients method, parallelized by the mesh coloring and the Jacobi-Schwarz domain
decomposition. The results were satisfactory, especially the fine-grained ones, associated with
the level of instructions and data parallelism. The maximum speedup reached was 8.6.

Keywords: Hardware Parallelism, Finite Element Method, Conjugated Gradient Method, Do-
main Decomposition.
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1 Introducao

“Se vocé falar com um homem numa linguagem que ele compreende, isso entra na cabec¢a
dele. Se vocé falar com ele em sua propria linguagem, vocé atinge seu cora¢do”.
Nelson Mandela

Devido ao aumento da demanda por desempenho computacional, dispositivos que
possibilitam a execucao paralela se estabeleceram no mercado da informatica. Por meio das
arquiteturas com multiplos e muitos nacleos, do inglés multicore e manycore respectivamente,
€ possivel se executar paralela e/ou concorrentemente tanto tarefas corriqueiras como a exi-
bicao de videos e jogos até calculos complexos da ciéncia e da engenharia. Tal popularizagao
propiciou a retomada de problemas tradicionais, tais como o Método dos Elementos Finitos
(FEM), a fim de adequa-los aos novos paradigmas e arquiteturas dos sistemas computacionais
(IWASHITA et al., 2017; HE et al., 2016; ANZT et al., 2016). De acordo com Kiss et al. (2012),
a conformidade entre o problema a ser resolvido e a estrutura do ambiente de execugao é ca-
paz de ampliar a performance e reduzir a energia dispendida no processamento. Desta forma,
este trabalho se propde a verificar tal afirmagéo por meio da aplicacdo e comparacéo de es-
tratégias de paralelismo em um sistema com multiplos nucleos de processamento. Podem ser
citados como processadores multicore as linhas Core e Xeon da Intel (INTEL, 2017b), Opteron
e Ryzen da AMD (AMD, 2017) e a linha Power da IBM (IBM, 2016). Os dispositivos manycore
por sua vez, tém como principal representante as unidades de processamento gréafico (GPU)
da qual fazem parte as placas GeForce, Quadro e Tesla da NVIDIA (NVIDIA, 2017) e Radeon
e FirePro da AMD (AMD, 2017).

O FEM ¢é uma técnica numérica utilizada para a solugdo de problemas de valor de
contorno (PVC) modelados por equacdes diferenciais e consiste na discretizacdo do dominio
de andlise e em seguida na solugao do sistema linear esparso resultante. A fim de se resolver
tal sistema em ambientes paralelos, pode ser recorrer aos Métodos do subespago de Krylov,
tais como o dos Gradientes Conjugados (CG) e o do Residuo Minimo Generalizado (GMRes),
0S quais possuem a vantagem da natureza iterativa (menor propagacao de erro) bem como
a capacidade de fornecer a solugao exata ou com a precisdo desejada (FAIRES, 2008). Tais
caracteristicas tornam estes métodos competitivos para a solucao de sistemas lineares em
arquiteturas paralelas (ANZT et al., 2016). Alguns trabalhos correlatos que utilizam a familia
CG sao apresentados por Yao et al. (2015), Ahamed e Magoulés (2016) e Iwashita et al. (2017).

A fim de manter a conformidade com os principios de vetorizagdo e indexagao di-
reta das arquiteturas modernas (HENNESSY; PATTERSON, 2011) é adotado neste trabalho
a abordagem elemento a elemento (EBE). Esta técnica baseia-se no fato de que a matriz de
coeficientes do sistema de elementos finitos é caracterizada como uma fung¢do parcialmente
separavel (DAYDE; LEXCELLENT; GOULD, 1995), resultante da soma da contribuicdo (ma-
triz de massa) de cada elemento. Assim sendo, as operagfes da etapa de solugcdo podem ser
realizadas sem a necessidade de se montar a matriz global de coeficientes. Adicionalmente
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tem-se a vantagem de que elementos n&do adjacentes podem ser processados simultanea-
mente (WATHEN, 1989).

1.1 Justificativa

A priorizagao da vazao no processamento em relagdo ao aumento da taxa de comuta-
¢ao (ou taxa de clock) € uma estratégia que se tornou popular e que nao se limita ao cenarios
dos clusters e grids mas alcancga inclusive os dispositivos méveis. Patterson e Hennessy (2008)
coloca que no passado, os programadores contavam com melhorias de hardware para aumen-
tar o desempenho, sem a necessidade de adaptacao de codigo, mas que devido a barreira de
poténcia, induzida pela lei de Moore, surge a necessidade de se pensar em termos de para-
lelismo e vazao a fim de de se aproveitar de forma eficiente os recursos disponiveis. Pacheco
(2011) diz que o aumento da performance computacional é o responsavel por muitos avan-
¢os tecnol6gicos, como por exemplo a decodificagao do genoma humano, imagens médicas
mais acuradas e jogos mais realisticos. Segundo ele, a medida em que este aumento ocorre,
considera-se resolver uma nova gama de problemas, até entdo sem solugao. Pensando em
um futuro préximo, com os avancos da computacao ubiqua que introduz temas como inter-
net das coisas, dispositivos “usaveis”, realidade aumentada e realidade virtual, a necessidade
de se aproveitar ao maximo e eficientemente todo o poder de processamento disponivel se
torna ainda mais evidente, uma vez que nessas tecnologias ha alta demanda de processa-
mento, pouco espaco fisico para comportar um processador adequado e ainda o consumo de
poténcia como um fator limitante (YANG; CHENG, 2015).

Segundo Guo et al. (2014), com aumento de nucleos de processamento ocorre a redu-
¢do da razao memodria por nucleo, o que gera uma demanda para que os algoritmos utilizem
eficientemente todos os niveis de paralelismo disponiveis enquanto minimizam a movimen-
tacdo de dados. Desta forma, para que seja possivel trabalhar com a paralelizacao tendo
em vistas aumentar a vazao de resultados, deve-se levar em conta estratégias que reduzam
a quantidade de dados armazenados (mesmo se necessario o processamento redundante)
(KISS et al., 2012) e que tirem proveito do principio da localidade espacial (armazenamento
contiguo) a fim de amenizar a percepcao da laténcia de memoria.

A escolha de um problema modelado por elementos finitos ocorreu devido a uma de-
manda real de otimizagao do tempo de execugao desse tipo de modelagem, a qual € comu-
mente empregada em simulagdes nos campos da ciéncia e engenharia (KAPUSTA et al., 2016;
WU et al., 2015; IWASHITA et al., 2017). A técnica EBE prioriza a localidade e contiguidade
dos dados e possibilita 0 acesso linear, sem a necessidade da indexacgéo indireta, como ocorre
no armazenamento de estruturas esparsas.

1.2 Problema

Este trabalho investiga o processo de paralelizacdo do FEM nas arquiteturas com mul-
tiprocessamento simétrico (SMP) de forma a transportar para o contexto dos processadores
com multiplos nucleos a afirmacao feita por Kiss et al. (2012), a qual diz que a eficiéncia da
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execucgao é relacionada com a conformidade entre a estrutura do problema e a arquitetura do
ambiente. Para realizar esta tarefa, sdo apresentados contra exemplos € uma nova solucao
adequada aos sistemas multiprocessados. Adicionalmente é feita uma analise quantitativa do
desempenho do algoritmo do EBE-FEM utilizando-se diferentes niveis de paralelismo.

O problema benchmark a ser resolvido refere-se a equagao de Laplace originada do
calculo da distribuicao de potencial e do campo elétrico de um capacitor de placas paralelas. A
escolha deste problema se deve a simplicidade de sua modelagem e ao seu comportamento
ja explorado em livros de eletromagnetismo e circuitos elétricos, o que respalda a corretude
dos resultados encontrados. A complexidade computacional exigida é obtida pelo refinamento
sucessivo da malha.

A equacao de Laplace surge na eletrostatica por meio das equacdes de Maxwell cor-
respondentes as leis de Faraday e de Gauss mostradas na forma diferencial pela equagéo 1.1
(VOLAKIS; CHATTERJEE; KEMPEL, 1998), nas quais E é a intensidade do campo elétrico em
volts por metro (V/m), € € a permissividade dielétrica do meio em farads por metro (F'/m), p,
é a densidade volumétrica de cargas em coulombs por metro cubico (C/m3). Os operadores
V assumem respectivamente os papeis de rotacional do campo elétrico E e de divergente do
fluxo elétrico D = ¢F.

{VszO (1)
V- (eB) = py '

O campo E pode ser representado em funcao do potencial elétrico V', como pode ser
visto na equagao 1.2. Devido a conservatividade de E (V x E = 0), é possivel se determinar
a sua distribuicao (grandeza vetorial) a partir de um escalar, que é o potencial elétrico V' (SA-
DIKU, 2004). Desta forma, sendo V' estabelecido sobre uma parte 92 de uma regiao 2 pode
se definir o comportamento do campo elétrico sobre toda esta regido e consequentemente a
distribuicao V sobre toda ela.

E=-VV (1.2)

Ao substituir a equagédo 1.2 na equagao do divergente do campo em 1.1 obtém-se
em 1.3 uma equacao diferencial de segunda ordem, conhecida como equacado de Poisson
(VOLAKIS; CHATTERJEE; KEMPEL, 1998). Se a permissividade ¢ é constante e a densidade
de cargas é nula obtém-se a equacao de Laplace apresentada em 1.4. O exemplo 10.4 de
Boylestad (2011) que utiliza a equagao de Laplace para a determinagédo do campo elétrico foi
utilizado para a validacao do algoritmo implementado neste trabalho.

V- (eVV) = —p, (1.3)
vVovy =2
€

AV =0
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1.3 Objetivos

De forma a se estabelecer um roteiro para este trabalho, foram levantados os objetivos
a seguir, cujo atendimento é relatado ao longo do texto.

1.3.1  Objetivos Gerais

1. Demonstrar o processo de mudanca do algoritmo sequencial para uma versao paralela
do método do elementos finitos, por meio da decomposigao de dados (coloragao) e de-
composicao de dominio;

2. Investigar a viabilidade da técnica EBE aplicada ao método CG como alternativa do solu-
cionador MATLAB® para PVCs em termos do tempo de execucgéo, acuracia e economia
de poténcia;

3. Apresentar uma relagao de resultados experimentais obtidos a partir do uso de diferentes
niveis de paralelismo.

1.3.2 Objetivos Especificos

1. Reproduzir a estratégia de Kiss et al. (2012) em um computador multicore utilizando o
problema benchmark deste trabalho e o método CG;

2. Comparar o impacto em performance do CG com e sem armazenamento das matrizes
dos elementos;

3. Avaliar quantitativamente, segundo as métricas propostas (tempo de execucédo, uso da
CPU, speedup e escalabilidade) o desempenho do processo de solu¢cdo do EBE-FEM
paralelizado;

4. Desenvolver um material auto-contido e de facil compreensao que sirva de introducao
para o estudo do FEM e dos niveis de paralelismo do hardware para alunos da gradua-
cao;

5. Relacionar as métricas e formulagdes apropriadas para a avaliagdo de performance.

1.4 Resultados Esperados

Espera-se com este trabalho iniciar no CEFET-MG uma nova linha de pesquisa a ser
continuada nos trabalhos futuros, voltada para a andlise numeérica de problemas de valor de
contorno da engenharia. Deseja-se criar a conscientizacao da importancia de se gerar um pen-
samento voltado para o paralelismo e simultaneidade nos primeiros anos do curso, visto que
esta é a realidade da computacdao moderna e que tal pratica geralmente € desafiadora, quando
se esta habituado ao pensamento sequencial. De forma similar, espera-se o incentivo e a ado-
¢do, por parte da universidade, do uso de paradigmas e linguagens paralelas/concorrentes, a
fim de diversificar o curriculo dos graduandos e despertar o pensamento critico sobre como
utilizar eficientemente os recursos disponiveis na solugao de um problema.
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1.5

Estrutura da monografia

O restante deste texto estd estruturado em quatro capitulos e apéndices, ordenados

pelo momento em que foram concluidos dentro do ciclo de vida desta pesquisa, a saber:

O capitulo 2 apresenta os trabalhos correlatos em ordem cronolégica, os quais abor-
dam sobretudo o processo de paralelizacido do EBE-FEM ao longo dos anos, desde sua
utilizacdo em computadores vetoriais na década de 10 as GPUs nos anos 2000.

A fim de se produzir um texto auto contido, o capitulo 3 relaciona os conceitos necessa-
rios para a compreensdo dos materiais e métodos utilizados bem como para a interpreta-
cao resultados obtidos. O capitulo é organizado em 4 se¢des que abordam as principais
areas de conhecimento envolvidas no trabalho, a saber: Programagéao paralela, Método
dos Elementos Finitos, método do Gradiente Conjugado e estratégias de aceleracao da
convergéncia.

O capitulo 4 apresenta sequéncia de passos tomada para a obtenc¢ao dos resultados. Ini-
cialmente é feita a modelagem e validacdo do problema no ambiente do MATLAB® com
o0 uso de coloragéo. A partir dos resultados obtidos € aplicada a estratégia decomposicao
de dominio e o uso de threads em C/C++. Por fim, sdo realizadas otimizagdes no cédigo
implementado por meio do paralelismo em nivel de dados e instrugdo e na estrutura do
problema, por meio do precondicionamento de Jacobi.

Os resultados obtidos, as consideracdes sobre o trabalho e os trabalhos futuros sao
apresentados no capitulo 5.

O apéndice A apresenta a solugdo numérica passo a passo de um exemplo do FEM em
2D.
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2 Estado da arte

“Se vi mais longe
foi por estar de pé sobre ombros de gigantes”.
Isaac Newton

Segundo Kiss et al. (2012) o processamento paralelo de um problema modelado pelo
FEM pode ser feito a partir da decomposi¢cao do dominio do problema, tanto por meio do par-
ticionamento da malha quanto por meio da estruturacao apropriada da matriz de coeficientes.
Os trabalhos de Boehmer et al. (2011) e Ahamed e Magoulés (2016) apresentam casos com a
solucao paralela do FEM por meio do particionamento da malha. No primeiro, o processamento
€ executado comparativamente nas arquiteturas de meméria compartilhada e distribuida com
o uso da APl OpenMP e da biblioteca MPI respectivamente. No segundo, a comparacao ¢ feita
entre as linguagens CUDA e OpenCL executadas em GPU.

A técnica EBE é uma forma de decomposicao da matriz de coeficientes e é utilizada
neste trabalho. Por meio desta, as operacdes sao realizadas na matriz de cada elemento, sem
que seja necessaria a montagem do sistema global. Devido ao seu desempenho, precisao,
economia de memoria e a possibilidade de processamento paralelo (LEVIT, 1987; HU; QUI-
GLEY; CHAN, 2008; KISS et al., 2012) a adogao da abordagem EBE tem sido recorrente a
medida em que surgem novas tecnologias que demandam alta performance.

Carey et al. (1988) apresenta uma implementacao do Gradiente Biconjugado (BiCG)
elemento a elemento (EBE-BiCG) para solucionar um sistema de elementos finitos. Segundo
ele, o surgimento de novas arquiteturas, tais como os processadores vetoriais, paralelos e es-
tacoes de trabalho microprocessadas foram responsaveis por se repensar o algoritmo original
do FEM. A execucéo vetorial foi realizada no computador CRAY-XMP e foi 8 vezes mais rapida
em relagdo ao processamento sequencial e apresentou speedup variando de 4.25 a 6.5. A
execugao paralela foi feita no ALLIANT-FX/8, um mini supercomputador com 8 CPUs. Foi ado-
tado um esquema de ordenagédo de nés a fim de se evitar condi¢gdes de corrida no acesso as
variaveis globais. Com a utilizagdo de todas as unidade de processamento, o speedup foi em
torno de 7 em relagao ao uso de uma unica CPU. Foi observado que a multiplicagao de matriz
por vetor com a técnica EBE em malhas néo estruturadas pode ser de dificil paralelizagéo.

O trabalho de Dayde, LExcellent e Gould (1995) faz uma analise comparativa en-
tre 5 precondicionadores baseados na matriz de massa de cada elemento para o algoritmo
CG, a saber: Element matrix factorization (EMF), finite element preconditioner (FEP), one-
pass element-by-element preconditioner (EBE), two-pass element-by-element preconditioner
(EBE2) e Gauss-Seidel element-by-element preconditioner (GS-EBE). Como os autores enfa-
tizam, uma vez que se tém problemas de larga escala mas parcialmente separaveis, torna-se
necessario explorar diferentes alternativas a fim de se aproveitar as vantagens oferecidas por
sua estrutura. A abordagem EBE se mostrou a melhor opgéo entre suas concorrentes. EMF
e FEP requerem a montagem parcial do sistema, o que agrega maior custo de processa-
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mento. EBE2 e GS-EBE nao apresentaram boas aproximagdes para elementos com pouca
vizinhanca. A fim de se realizar a paralelizagédo, é sugerida a coloragdo da malha de forma
que elementos sem ndés em comum seja executados paralelamente. O termo EBE pode ter
duas interpretacdes: Estratégia de solugéo do sistema sem montagem da matriz global (FEM
desmontado) (SAAD, 2003) ou técnica de precondicionamento proposta por Hughes, Levit e
Winget (1983) para a aceleracao da solugao do FEM desmontado. Na maior parte da literatura
encontrada, a origem do EBE tanto como uso do sistema desmontado quanto como precondi-
cionador é atribuida indistintivamente a Hughes, Levit e Winget (1983).

Uma implementacao do CG para solugdo de um modelo EBE-FEM em FPGA (Field
Programmable Gate Array) é proposta por Hu, Quigley e Chan (2008). Neste trabalho as ope-
racoes sobre as matrizes dos elementos foram realizadas por meio da configuragdo de um
circuito légico no chip 4V LX160 da Xilinx. O processamento sequencial foi feito em um PC
2.01 GHz Athlon 64 com as devidas otimizacdes na compilagdo. Gragcas a implementacéo dire-
tamente em hardware foi alcangado um speedup méaximo igual a 40. Estes autores apresentam
uma abordagem de gather-scatter (juntar e espalhar) que possibilita a multiplicacdo de matriz
por vetor em malhas ndo estruturadas.

O surgimento da linguagem CUDA em 2006 e a popularizacao das GPGPU possibili-
taram que a técnica de EBE pudesse ser revisitada e aplicada nas arquiteturas SIMD (Single
Instructions Multiple Data) modernas. Kiss et al. (2012) apresenta uma nova abordagem da
técnica EBE na qual o processamento redundante é priorizado em detrimento do acesso a
memoria. Com essa estratégia ele soluciona um modelo de elementos finitos por meio do
BiCG com precondicionador de Jacobi tendo armazenadas apenas as informacdes de topolo-
gia da malha. A coloragéao é utilizada para tornar o processamento altamente localizado, sem
a necessidade de comunicagao entre as threads. De acordo com este trabalho, tal abordagem
€ mais adequada para o processamento em GPU, cuja arquitetura embora seja massivamente
paralela, apresenta um gargalo em laténcia e capacidade de memaria. A minimizagao do tran-
sito de dados reduz o consumo de energia e maximiza o potencial do dispositivo. Para a
realizacdo dos testes foram utilizados o processador quad-core Xeon X 3440 da Intel e a placa
GTX 590 da NVIDIA, contendo 2 GPUs. A execugao com aceleracao em GPU consumiu 20
vezes menos memoria e foi 10 vezes mais rapida que a execugao unicamente em CPU.

O trabalho de Wu et al. (2015) também apresenta o método BiCG elemento a elemento
com precondicionador de Jacobi implementado em GPU. Foi utilizado o processador Xeon
E5—-2696v2 da Intel e a placa Tesla K20c da NVIDIA. Nos dois refinamentos de malha testados
foi alcangado um speedup de 4.63 e como ressalta o autor, o resultado obtido se torna ainda
mais efetivo a medida em que o numero de elementos aumenta. No trabalho mais recente
dos mesmos autores (YAN et al., 2017) é apresentado o uso do precondicionador de Gauss-
Seidel para a abordagem EBE, o qual apresentou melhores resultados para o numero de
iteragOes e tempo de execugdo em relagdo ao precondicionamento de Jacobi, mantendo a
mesma precisao.

Outros trabalhos importantes para esta monografia sdo os de Xu, Yin e Mao (2005),
Yao et al. (2015) e Chou e Chen (2016). O primeiro apresenta a implementacao do EBE-FEM
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solucionado com CG e uma técnica de atribuicdo das condi¢cdes de contorno diferente da
utilizada por Wu et al. (2015). O segundo apresenta a comparagédo da performance da imple-
mentacao do BiCG estabilizado (BiCGStab) em CPU e GPU, utilizando-se diferentes formas
de armazenamento de matriz esparsa e diferentes ferramentas de resolugéo de sistema linear
em GPU, a saber: CUSPARSE, CUSP e CULA Sparse. O ultimo trabalho apresenta a compa-
racdo entre tecnologias de processamento paralelo (Cuda C, Cuda Fortran, MPI e OpenMP)
na resolucao de dois problemas benchmark.
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3 Fundamentacao Tedrica

“Ler fornece ao espirito materiais para o conhecimento,
mas so o pensar faz nosso o que lemos”.
John Locke

3.1 Programacao paralela

A lei de Moore é uma estimativa do crescimento do numero de transistores por chip
apresentada pelo co-fundador da Intel, Gordon Earl Moore, no ano de 1965. Segundo esta, a
quantidade de transistores em um chip tende a dobrar a cada 18 meses (HENNESSY; PAT-
TERSON, 2011). De acordo com Tanenbaum e Austin (2012) esta proposicao deu inicio a
popularizacdao dos computadores por meio de um circulo virtuoso no qual progressos na tec-
nologia levam a melhores produtos e a precos mais baixos, os quais levam a novas aplicacoes,
que por sua vez implicam em novos mercados 0s quais geram concorréncia, a qual cria uma
demanda por melhores tecnologias.

De acordo com Patterson e Hennessy (2008), o desempenho de um computador é
determinado pela contagem de instrugdes, tempo de ciclo de clock e ciclos de clock por ins-
trucdo. Desta forma, o aumento na frequéncia de comutacao (ou taxa de clock) implica em
uma maquina mais rapida (TANENBAUM; AUSTIN, 2012), uma vez que ocorre o aumento da
velocidade de execucdo de cada instrucao e assim a diminuicdo do tempo de resposta (ou la-
téncia) de um programa. As figuras 1 e 2 mostram respectivamente o crescimento do numero
de transistores e a correspondente taxa de clock nos processadores.

Embora estas melhorias tenham contribuido para o aumento da performance ao longo
dos anos, elas também levaram a entdo conhecida como barreira da poténcia, a qual repre-
senta o limite da viabilidade na dissipacao de calor (PATTERSON; HENNESSY, 2008) no chip.
A equacgéao 3.1 (HENNESSY; PATTERSON, 2011) apresenta a relacao das grandezas que im-
pactam na poténcia dindmica dissipada em um transistor CMOS (Complementary Metal Oxide
Semiconductor). A carga capacitiva esta associada a quantidade de transistores e portanto a
lei de Moore. A frequéncia de chaveamento é dada em funcéo da taxa de clock e a voltagem
€ a tensao elétrica necessaria para abrir e fechar os contatos dos transistores. De acordo com
(PATTERSON; HENNESSY, 2008) nos ultimos 20 anos a voltagem foi diminuida de 5V para
menos de 1V, no entanto esta diminuicado chegou a um limite que compromete o funciona-
mento adequado dos transistores, causando vazamento de tensdo quando abertos.

Carga capacitiva

Poténcia =
2

x Voltagem? x Frequéncia de chaveamento (3.1)

Como a barreira da poténcia impbés uma relativa estagnacédo na taxa de clock, uma
nova estratégia de projeto tem sido adotada a fim de dar continuidade ao aumento da perfor-
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Figura 1 — Crescimento do numero de transistores por chip ao longo dos anos.
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Figura 2 — Crescimento da taxa de clock ao longo dos anos
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mance. Tal estratégia tira proveito da densidade de transistores orientada pela lei de Moore,
priorizando 0 aumento da vazao total (mais resultados em menos tempo) ao invés diminuir o
tempo de resposta de cada instru¢do (PACHECO, 2011). Enquanto nas geragdes passadas
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de processadores os niveis de paralelismo do hardware eram abstraidos para o programa-
dor, existe hoje a necessidade de se programar de forma explicitamente paralela a fim de
utilizar o maximo dos recursos disponiveis e assim amplificar a performance (PATTERSON;
HENNESSY, 2008). As subsegbes seguintes apresentam os diferentes niveis de paralelismo
explorados neste trabalho.

3.1.1 Paralelismo em nivel de instrucéo

O paralelismo em nivel de instrucéo (ILP) é a estratégia de mais baixo nivel para se
melhorar a vazdo de um sistema (TANENBAUM; AUSTIN, 2012). Esta técnica consiste na
utilizagdo simultédnea de diferentes unidades funcionais do caminho de dados a fim de se obter
multiplas instrugcdes executadas a cada ciclo de clock. Duas abordagens se destacam em ILP
e sdo tratadas nos dois tépicos a seguir: Pipeline de dados e multiplo despacho (PACHECO,
2011).

3.1.1.1  Pipeline de dados

Utilizado na maioria dos processadores desde 1985, o pipeline ou canalizagao, possi-
bilita que multiplas instrugdes coexistam em diferentes estagios, os quais podem ser: busca
de instrucado, decodificagdo da instrugao, busca de operandos, execugédo e gravagao (HEN-
NESSY; PATTERSON, 2011; TANENBAUM; AUSTIN, 2012). A figura 3 apresenta a ilustracao
do funcionamento de um pipeline de 5 estagios, o qual se assemelha a uma linha de produ-
cao fordista, cujas fungdes e tempo de sincronizacao (timing) sao bem definidos (PACHECO,
2011).

Figura 3 — Percurso de instrucoes em um pipeline de 5 estagios. A partir do 5° ciclo de clock o
pipeline esta cheio, executanto estagios de 5 diferentes instrugdes paralelamente
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Para que o paralelismo em nivel de instrucdes possa ser explorado é necessario deter-
minar quais instrucées sao independentes entre si, a fim de que possam ser processadas no
mesmo ciclo de clock. As dependéncias entre as instrugdes podem ser dos tipo: dependéncia
de dados, de nomes ou de controle (HENNESSY; PATTERSON, 2011). Quando uma depen-
déncia é verificada ao longo do pipeline sao criados seus respectivos hazards (ou acasos), 0s
quais sao estratégias que mantém a corretude do algoritmo e a sequencialidade do cddigo em
detrimento da vazao (PATTERSON; HENNESSY, 2008; TANENBAUM; AUSTIN, 2012).

Em se tratando da arquitetura do processador, uma forma de aumentar o paralelismo
no pipeline é subdividir os estagios existentes, fazendo com que mais instrucdes possam se
sobrepor (PATTERSON; HENNESSY, 2008).

3.1.1.2 Multiplo despacho

A estratégia de multiplo despacho consiste na replicacdo das unidades funcionais de
um caminho de dados, de forma a executar multiplas instrugdes simultaneamente em um
mesmo estagio (PACHECO, 2011). Este tipo de abordagem pode ser classificada como es-
tatica ou dinamica, dependendo da divisao de trabalho entre o compilador e o hardware (PAT-
TERSON; HENNESSY, 2008).

No multiplo despacho estatico a alocacao das unidades funcionais é feita em tempo
de compilagao. Neste tipo de operagéao, as intrugées a serem despachadas em um ciclo de
clock sao agrupadas pacotes com o auxilio do compilador, o que facilita o processamento pelo
hardware (TANENBAUM; AUSTIN, 2012). A esta técnica da-se o nome de VLIW (Very Long
Instruction Word), uma vez que o pacote a ser processado pode ser visto como uma Unica
instrucdo com mais de um campo de opcode (PATTERSON; HENNESSY, 2008).

Processadores com multiplo despacho dindmico recebem o nome de superescalares,
e permite a selecdo em tempo de execucéo das instrucées a serem processadas em para-
lelo. Este tipo de implementacdo pode executar as fungdes fora de ordem (escalonamento
dinamico), embora seu carregamento e o commit dos resultados sejam feitos em ordem (PA-
CHECO, 2011). Como afirma (PATTERSON; HENNESSY, 2008), mesmo o compilador sendo
importante para a identificagdo e organizacao das dependéncias, apenas o escalonamento
dindmico pode ocultar, por exemplo, alguns tipos de falha de cache.

3.1.1.3 Programacéao voltada para ILP

Embora o paralelismo em nivel de instrugdo possa ser considerado uma extensao da
arquitetura de Von Neumann (PACHECO, 2011) e seja em grande parte realizado em tempo
de compilagao ou de execugao sem a necessidade de adaptagdes de cddigo (transparente ao
programador)(PATTERSON; HENNESSY, 2008), algumas praticas podem ser adotadas para
facilitar as especulagbes do compilador e do hardware.

O desdobramento de /loop consiste na replicagéo do corpo da iteragao de forma a ga-
rantir a independéncia entre os blocos bem como reduzir a sobrecarga incluida pelo /oop, tais
como o incremento do contador e a verificagdo do limite de iteragcdo (HENNESSY; PATTER-
SON, 2011). Um exemplo é apresentado no algoritmo 1. lteradores apresentam consideravel
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tempo de execugdo e se tornam mais performaticos ao serem desdobrados, embora haja o
aumento no tamanho do codigo (ARMKEIL, 2015). O compilador g++ realiza automaticamente
0 desdobramento por meio da op¢do -funroll-loops ao se utilizar as flags -03 e -Otime.
Embora possa ser feito o desdobramento manual, este pode comprometer outras otimizagbes
realizadas pelo compilador (ARMKEIL, 2015). Como o objetivo do trabalho é investigar es-
tratégias de paralelizacdo independentes da linguagem e do compilador, nenhuma flag de
otimizacgéao é utilizada e portanto o desdobramento é feito diretamente no cédigo.

Algoritmo 1 Soma de vetores sem e com desdobramento de loop

1; fori=1,2,3,...,100 do 1: fori=1,5,9,...,100 do

2: rli] = x[i] + y[il] 2 rli] = x[i] + y[il]

3: end for 3 r[i+1] = x[i+1] + y[i+1]
4: r[i+2] = x[i+2] + y[i+2]
5
6

r[i+3] = x[i+3] + y[i+3]
: end for

Um outro fator que afeta o ILP e pode ser levado em consideragéo durante a codifica-
cao/compilacao é a reutilizagao de variaveis, a qual pode levar a uma dependéncia de nomes.
Este tipo de dependéncia € uma pseudo ou anti-dependéncia e gera uma ordenacao forgcada,
sem que haja uma relagao real entre os dados, mas apenas o reaproveitamento de variaveis
(PATTERSON; HENNESSY, 2008).

3.1.2 Paralelismo em nivel de threads

Uma vez que existem poucas possibilidades de se explorar o paralelismo do hardware
por meio de ILP tende-se a se recorrer a um nivel mais alto de paralelismo, o qual é realizado
por threads e € denominado TLP (PACHECO, 2011). Além disso, as ILP conseguem ocultar
apenas alguns tipos de espera, ndo sendo eficazes para blogueios mais demorados tais como
as falhas de cache que levam ao acesso a memdrias mais altas, como por exemplo L3 ou
memoria principal (HENNESSY; PATTERSON, 2011).

A técnica de multithreading possibilita que varias threads (ou linhas de execucgao) se-
jam executadas simultaneamente em multiprocessadores e concorrentemente em um Unico
processador, de forma a utilizar o maximo dos recursos disponiveis € a evitar a ociosidade
em cada um. Para tanto sdo duplicados alguns recursos mais utilizados, tais como o contador
de programa e 0 mapa de registradores, enquanto outros sdo mantidos compartilhados, como
por exemplo as linhas de cache. Existem ainda os recursos que séo divididos em partes entre
as threads, como por exemplos as filas de um pipeline (TANENBAUM; AUSTIN, 2012). Esta
modificagcao ocorre de forma que a area necessdria para os recursos adicionais e o tempo de
comutacgdo entre as linhas de execucao sejam minimos(PACHECO, 2011).

3.1.2.1 Ganulagédo de multithreading

Existem basicamente dois tipos de multithreading, o de granulacéo fina e o de granula-
¢ao grossa. O conceito de granulagdo (ou granularidade) esta relacionado a proporgao de um
problema que pode ser executada em paralelo em um dado periodo. Dessa forma, o ILP pos-
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sui granulacédo mais fina que o TLP, uma vez que no primeiro, o paralelismo ocorre instrucdo a
instrucao e no segundo ele ocorre entre trechos maiores de um programa (PACHECO, 2011).

Um processador com multithreading de granulagéo fina comuta entre as linhas de exe-
cucao a cada instrucao, de forma a ocultar as esperas. Segundo Tanenbaum e Austin (2012),
se houverem no minimo k threads disponiveis em um pipeline de granulacao fina com k es-
tagios, o processador nunca ficara ocioso. Uma desvantagem dessa abordagem é que nem
sempre existem tantas threads disponiveis quanto os estagios do pipeline e além disso, se
mesmo que uma thread esteja apta a executar uma sequéncia de instrugoes ela deve se sujei-
tar a politica de alternancia (PACHECO, 2011). O processador com granulacao grossa surgiu
como uma alternativa para o de granulacéo fina e realiza a comutagéo apenas em operagoes
mais caras, como 0 acesso a cache nivel 3 ou memdria principal. Assim sendo, esta abor-
dagem prioriza a conclusdo de cada thread individualmente e demanda um ndmero menor
de threads para manter o processador ocupado. Contudo, como a comutagédo ocorre apenas
apds a comprovagao de uma espera onerosa, perde-se sempre um ciclo de clock na troca de
contexto (TANENBAUM; AUSTIN, 2012). Uma terceira alternativa e mais comumente utilizada
(HENNESSY; PATTERSON, 2011) é o multithreading simultaneo (SMT), o qual decorre do uso
de um processador superescalar, ou seja, a combinagéao de ILP e TLP (PATTERSON; HEN-
NESSY, 2008). Por meio dessa estratégia, uma linha de execugao pode processar multiplas
instru¢des de multiplas threads.

Figura 4 — Comparacgao entre os tipo de multithreading: Granulagdo grossa (coarse), fina (fine)
e SMT

Issue slots —=
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Time

Fonte: (PATTERSON; HENNESSY, 2008)

3.1.2.2 Programacao multithread

De acordo com Patterson e Hennessy (2008), a dificuldade em relagao ao paralelismo
ocorre principalmente porque a maioria dos programas sao pensados sequencialmente, ainda
que maior parte das maquinas de uso geral da atualidade (linha Intel Core) oferecam suporte
a multithreading. Embora tenham sido feitos esforcos para a a paralelizacao automatica de
programas seriais, os ganhos ainda sao limitados(PACHECO, 2011).
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Com o objetivo de manter uma linha de raciocinio sequencial e ainda assim criar pro-
gramas paralelos, foram desenvolvidas APIs que abstraem em diferentes niveis o paralelismo
do hardware. As mais comuns na linguagem C/C++ sdo a OpenMP e as PThreads (BAR-
NEY, 2017b; BARNEY, 2017a). A OpenMP, criada em 1997, é uma API portavel e escalavel
e tem como principais objetivos ser facil de se utilizar e fornecer recursos de paralelizacao
padronizados para os processadores de diferentes fabricantes. Ela possibilita uma forma de
programacao multithreading de alto nivel, por meio de instrugdes de preprocessamento deno-
minadas diretivas ou pragmas. Estas instru¢des tém o papel de informar ao compilador quais
partes de um programa sao paralelizaveis (BARNEY, 2017a). Por outro lado as PThreads,
foram incluidas no padrao POSIX dos sistemas Unix no ano de 1995 e possibilitam a manu-
tencéo de linhas de execu¢do em um nivel mais baixo. Desconsiderando o comportamento de
nao determinismo intrinseco do hardware (PACHECO, 2011), é possivel se obter o controle do
comportamento de cada thread, ficando a cargo do programador a gestao do ciclo de vida de
cada uma, como por exemplo sua criagdo, comunicacao, sincronizacao e término(BARNEY,
2017b).

A medida em que os sistemas multithreading e multiprocessadores se popularizaram,
muitas linguagens até entao sequenciais passaram a implementar nativamente o suporte a
programacao concorrente. Outras linguagens mais novas ja nasceram com este suporte. A
lista a seguir contém a descricdo de algumas linguagens com suporte a multithreading.

e C+4+: Originada no inicio da década de 80 com o objetivo de implementar a orientagao
a objetos na linguagem C passou a ter suporte nativo a multithreading em 2011, a partir
da especificagdo C++11. E compilada, fortemente tipada e multiparadigma. Possibilita a
criacao threads a partir de uma classe std: :thread e apresenta recursos nativos para
a manutengéo do ciclo de vida, como por exemplo join, yield, sleep € swap bem como
recursos de sincronizagdo como mutex € variaveis de condigdo (CPLUSPLUS, 2017;
BANCILA, 2013) .

e Java: Linguagem de propoésito geral, orientada a objetos, compilada para bytecodes que
rodam na JVM (Java Virtual Machine) e a partir de sua versao 5 passou a fornecer a API
de concorréncia de alto nivel java.util.concurrent. Além de disponibilizar os recursos
basicos de manutengéo do ciclo de vida de uma thread, a linguagem Java disponibiliza
uma interface Runnable que pode ser implementada por classes cujos objetos executam
em threads. Um outro recurso da linguagem séo os thread pools o qual minimiza a so-
brecarga gerada pela alocagéo e desalocagao de threads (ORACLE, 2017b; ORACLE,
2017a).

e Rust: Linguagem lancada em 2012 nos laboratérios da Mozilla em a parceria da Sam-
sung para a criagdo de uma nova engine para o Firefox, chamada Servo. Tem como
objetivo solucionar alguns problemas enfrentados pelo C++, como por exemplo a repro-
ducao de erros causados por multithreading, dada a caracteristica de ndo determinismo
do hardware (PACHECO, 2011). Ela € uma linguagem de sistemas, multiparadigma, que
previne falhas de segmentagdo e garante a seguranga entre threads. As linhas de exe-
cucao em Rust sao livres de condicao de corrida e a comunicacao entre elas pode ser
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feita pelo uso de channels 0s quais possibilitam a comunicag¢ado por troca de mensagem,
como ocorre na linguagem Go e em sistemas de memoria distribuida por meio do MPI
(Message Passing Interface). A sincronizagao por meio de mutex € feita sobre os dados
e nao sobre trechos de codigo e ao invés de acesso a memdria compartilhada, ocorre
a transferéncia de posse (ownership) das variaveis. (DEVELOPERS, 2011; BLANDY,
2015).

¢ Elixir: Esta linguagem surgida em 2012 e criada por um brasileiro, José Valim, é compi-
lada para bytecode da maquiva virtual da Erlang, uma das mais tradicionais linguagens
paralelas. Elixir € uma linguagem escalavel, dindmica e funcional voltada para a criagao
de aplicagdes distribuidas. O seu modelo de concorréncia € baseado em troca de men-
sagens e utiliza o conceito de processos que rodam dentro da maquina virtual, os quais
sd0 mais leves que as threads e por isso podem existir em maior quantidade (PLATA-
FORMATEC, 2017; AL., 2017).

Como apresentado na lista anterior, os modelos de concorréncia podem ser classifica-
dos em dois tipos: compartilhamento de estado, no qual um enderego de memaéria pode ser
alterado por mais de uma thread e passagem de mensagem no qual cada thread detém seu
estado, podendo envié-lo para as demais ao invés de compartilha-lo.

3.1.3 Paralelismo em nivel de dados

Embora nas subsecbes anteriores o paralelismo tenha sido explorado em termos do
fluxo de instrucdes (instrucdes em si ou por blocos), é possivel se explorar o paralelismo em
nivel de dados (DLP). A Taxonomia de Flynn proposta na década de 60 relaciona os fluxos de
instrucdes com os fluxos de dados e pode ser vista na figura 5 (PATTERSON; HENNESSY,
2008). Uma maquina SISD apresenta um unico fluxo de instrugées e um unico fluxo de dados
e pode ser representada por um computador de Von Neumann. Nao ha exemplos praticos de
uma maquina MISD, mas ela pode ser entendida como uma espécie de pipeline, com muitas
instrucdes alterando um unico dado (TANENBAUM; AUSTIN, 2012). Os computadores MIMD
s&o 0s mais utilizados na atualidade e englobam os multiprocessadores e os multicomputa-
dores, uma vez que nestes casos existem varias instru¢coes operando em diferentes dados ao
mesmo tempo. Programas que particionam um problema e executam cada parte em diferentes
instancias (threads ou processos) de um computador MIMD s&do denominados SPMD (Single
program, multiple data) (PACHECO, 2011). Por fim, as arquiteturas SIMD podem ser represen-
tadas pelas GPUs e sdo capazes de aproveitar o DLP aplicando uma Unica instru¢ao a um
vetor de dados. De acordo com (HENNESSY; PATTERSON, 2011), o modelo SIMD apresenta
algumas vantagens sobre o MIMD. A primeira delas é a eficiéncia energética, uma vez que
uma unica instru¢do é buscada e aplicada sobre um conjunto de dados. A segunda € que ha
uma grande demanda para este tipo de processamento, como por exemplo em som e imagem.
Por ultimo tem-se que a légica da programacao SIMD permanece sequencial (similar as direti-
vas do OpenMP) ao contrario dos SPMD que rodam em maquinas MIMD, os quais geralmente
demandam a reestruturagédo do problema.
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Figura 5 — Quadro da taxonomia de Flynn
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Fonte: Elaborada pelo autor

Embora as GPUs sejam os representantes SIMD mais comuns hoje, o processamento
vetorial teve inicio na década de 70 com os computadores vetoriais Cray(PATTERSON; HEN-
NESSY, 2008). No ano de 1996 instru¢cdes SIMD comecgaram a ser incorporadas a ISA (/ns-
truction Set Architecture) das arquiteturas x86 para o processamento multimidia. Em 2006 a
NVIDIA lancou a CUDA (Compute Unified Device Architecture) sua API| para programacao de
propésito geral em GPU. Nos topicos a seguir serdo apresentadas as extensdes da ISA e a
arquitetura das GPUs(HENNESSY; PATTERSON, 2011).

3.1.3.1 Extensdes da ISA para multimidia

A inclusao de novas instrucdes a ISA ocorreu ao se perceber que as aplicacbes de mi-
dia tendem a operar sobre dados curtos, como por exemplo de 8 ou 16 bits. Dessa forma, uma
ULA (Unidade Légica e Aritmética) com capacidade de 256 bits poderia ser dividida em 32 me-
nores que operem simultaneamente sobre cadeias de 8 bits, ou 16 que operem sobre cadeias
de 16 bits e assim sucessivamente (HENNESSY; PATTERSON, 2011). As primeiras extensoes
multimidia foram adicionadas em 1996 e pertencem ao conjunto MMX(Multimedia Extensions).
Elas possibilitavam a execucao de 8 operac¢oes de 8 bits ou 4 de 16 bits simultaneamente. Em
1999 foram incluidas as intrugbes da tecnologia SSE (Streaming SIMD Extensions) com o ob-
jetivo de substituir as MMX. Esta tecnologia passou por 3 modificacées, SSE2, SSE3 e SSE4,
sendo adicionadas novas instrugdes e otimiza¢cdes em cada uma. O conjunto SEE podem atu-
almente realizar 4 operacgoes de ponto flutuante com precisdo simples (float) ou 2 de precisdo
dupla (double). No ano de 2010 foram adicionadas as instru¢des da extensao AVX (Advanced
Vector Extensions) as quais, na versao atual (AVX-512), realizam 8 operagdes do tipo double,
16 do tipo float ou 32 do tipo int simultaneamente (INTEL, 2017a; REINDERS, 2017).
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3.1.8.2 A arquitetura das GPUs

O desenvolvimento de um hardware dedicado para a renderizagao de graficos em 2D
e 3D se deu sobretudo pela crescente demanda das industrias de jogos e do cinema. Embora
o processamento grafico consista basicamente em repetidas operagdes aritméticas sobre vér-
tices {x,y,z,w} e pixels {r,g,b,a}, a quantidade massiva de dados, a qual pode chegar a
centenas de megabytes por frame, exige um melhoramento do hardware de forma a ocultar a
laténcia, ampliar a largura de banda no acesso a meméria e reduzir o tempo de processamento
de cada frame (PATTERSON; HENNESSY, 2008). A estratégia adotada nas arquiteturas das
GPUs consiste em explorar ao maximo os tipos de paralelismo disponiveis (multithreading,
MIMD, SIMD e ILP) de forma aninhada, diretamente no nivel do hardware. Essa nova aborda-
gem é capaz de executar milhares de (threads) simultaneamente.

Em 2006 NVIDIA lancou sua plataforma de computagéo paralela, a CUDA (Compute
Unified Device Architecture), com o objetivo de abstrair as informagdes relativas a hierar-
quia das threads, compartilhamento de memoria e sincronizagéo (PATTERSON; HENNESSY,
2008). Esta tecnologia possibilitou que as GPUs pudessem ser programadas para tarefas de
outras areas, além do processamento grafico, o que ficou conhecido como programacao de
Proposito Geral para GPU (GPGPU) (PATTERSON; HENNESSY, 2008). O padréo de execu-
cao massiva encontrado nas threads CUDA se diferencia do processamento SIMD dos com-
putadores vetoriais e por isso € chamado nos sistemas da NVIDIA de SIMT (Single Instruction,
Multiple Threads) (HENNESSY; PATTERSON, 2011).

As GPUs sao dispositivos (device) coprocessadores utilizados para acelerar o proces-
samento de uma CPU, chamada de hospedeiro ou host. Dessa forma, os célculos repetitivos
sobre grandes quantidades de dados que seriam realizados iterativamente no processador sdo
enviados para o dispositivo coprocessador, 0s quais os realizam simultaneamente em uma es-
pécie de “lote”. Sistemas que operam com o auxilio de coprocessadores sdo chamados de
heterogéneos (PATTERSON; HENNESSY, 2008).

Como pode ser visto na figura figura 6, uma GPU da NVIDIA ¢ dividida em SMs (Stre-
aming Multiprocessors), que por sua vez sao divididos em nucleos, os CUDA cores, nos quais
sao executadas operagdes aritméticas e de ponto flutuante (TANENBAUM; AUSTIN, 2012).

3.1.3.3 Programagéo voltada para DLP

A principal estratégia utilizada para se explorar o DLP consiste na organizagao ade-
quada dos dados na meméria. As técnicas de strip mine, reducao de stride, gather-scatter e
identificacdo de dependéncias em loops serdo vistas a seguir.

A técnica de strip mine (ou tiling) consiste em dividir os dados em conjuntos ou blocos
menores a fim de tirar proveito dos principios de localidade espacial e temporal. O algoritmo 2
apresenta um exemplo de multiplicagdo de matriz por vetor convencional e com strip mining.
Esta estratégia também é util para separar conjuntos de dados que possam ser calculados
simultaneamente, por meio de threads ou instru¢ées multimidia (HENNESSY; PATTERSON,
2011).
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Figura 6 — Esquema com a relacdo dos SMs de uma gpu Fermi (esquerda) e detalhe de um
Unico SM (direita)

7 7
L2 cache
T

i

Fonte: (TANENBAUM; AUSTIN, 2012)

Streaming multiprocessor CUDA core

Shared mem \%
3
1

To DRAM ——

To host ——
interface

Result Register

AR
i

Algoritmo 2 Multiplicagdo de matriz por vetor (ordem 100) convencional e por meio de strip
mining (blocos de ordem 4)

1: fori=1,2,...,100 do 1: fori=1,5,9,...,100 do
2 r[i] =0 2 r(i:i+4] =0
3 forj=1,2,...,Ndo 3 forj=1,59,..,Ndo
4: r[i] += alil[j] = b[jl 4 forii =i,i+1,...,i+4 do
5 end for 5 forjj=j, j+1,....j+4 do
6: end for 6: r[ii] += alii] [jj] * bljj]
7: end for
8 end for
9 end for
10: end for

Como vetores e matrizes sdo armazenados de forma linearizada na memaria € possi-
vel por exemplo, enderegar uma matriz A 2D tanto por meio de A[i] [j] quanto por A[j*t+i].
Ao se iterar o valor j no segundo caso caminha-se em posi¢cdes ndo contiguas da memdria,
separadas a uma distacia de t elementos, chamada de passo ou stride. Se t for grande, perde-
se a localidade espacial, o que leva a falhas de cache (LAWLOR, 2006). Assim sendo, deve-se
organizar os dados de forma a diminuir o tamanho do passo. O algoritmo 3 mostra duas for-
mas de armazenamento dos dados dos ndés de uma malha triangular de 100 elementos. Na
primeira, o arquivo é estruturado com 3 linhas e 100 colunas, sendo o stride da obtencéo de
pontos do mesmo triangulo é igual a 100. Na segunda o arquivo possui 100 linhas e 3 colunas,
sendo o stride igual a 3.

Operagoes de gather-scatter consistem na manipulagao de vetores indexados por ou-
tros vetores, como por exemplo b[c[i]]. Este tipo de acesso € muito mais lento que os ar-
mazenamentos ndo indexados, uma vez que € necessario buscar da memoéria a posi¢ao a ser
acessada e s0O entdo buscar o valor da variavel referente a essa posicdo. Como cada elemento
possui 0 seu endereco individual ndo € possivel realizar agrupamentos para se aplicar instru-
coes SIMD (HENNESSY; PATTERSON, 2011). Para contornar este problema, utiliza-se uma
operacao de gather que relne os dados em um vetor temporario e realiza as operagdes sobre
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Algoritmo 3 Reducéo de stride de 100 para 3

1: pts[300] = le("tri.txt",3,100) 1: pts[300] = le("tri.txt",3,100)
2: fori=1,2,..,100 do 2: forj=1,2,...,100 do

3 pl1] = pts[0*100+i] 3 pl1]l = pts[(j-1)*3+1]

4. pl2] = pts[1*¥100+i] 4:  pl2] = pts[(j-1)*3+2]

5 p[3] = pts[2%100+i] 5: p[3] = pts[(j-1)*3+3]

6: area = calcArea(p,...) 6: area = calcArea(p,...)

7: R 7: R

8: end for 8: end for

eles. ApGs isso, aplica-se uma operagao de scatter que “espalha” novamente os dados para
suas respectivas posicoes.

As operagdes no corpo de um loop podem ser dependentes dos resultados de itera-
¢bes anteriores. Alguns casos, como em recorréncias do tipo y[i] = y[i-1] + y[i], ndo ha
0 que se fazer, mas em outros é possivel resolver o problema de dependéncias transporta-
das pelo loop a fim de executa-lo paralelamente(HENNESSY; PATTERSON, 2011). Um caso
comum € a operacgao de reducao (MapReduce), apresentada no algoritmo 4. Embora seja ge-
rado um /oop adicional que acumula as somas em um outro vetor, este pode ser processado
paralelamente.

Algoritmo 4 Algoritmo de MapReduce com e sem dependéncia transportada por loop
: soma[300] = 0

—_

1: soma = 0

2: fori=1,2,...,100 do fori=1,2,...,100 do
3 soma += x[i] + y[il somal[i] = x[i]+y[i]
4: end for end for

reduce = 0
fori=1,2,..,100 do

reduce += somal[i]
end for

O N>R LD

3.1.4 Paralelismo em nivel de processadores

O ultimo nivel de paralelismo a ser explorado consiste na replicagdo de processadores,
a qual pode ocorrer basicamente de trés formas: em um Unico chip, pela associagao multiplos
chips ou ainda pela interligacdo de computadores em rede (TANENBAUM; AUSTIN, 2012).
Neste trabalho serdo explorados apenas os dois primeiros tipos.

3.1.4.1 Sistemas de meméria compartilhada

Os processadores interligados por rede sdao chamados de sistemas de memaria distri-
buida ou multicomputadores. Nesse tipo de sistema cada CPU possui a sua prépria memdaria e
comunicacao geralmente é feita por troca de mensagem (PACHECO, 2011). Em contrapartida,
os sistemas de meméria compartilhada, também chamados de multiprocessadores, possuem
forte acoplamento entre seus nos, os quais podem ser o0s nucleos de um chip multicore ou
CPUs de outros chips. Como o nome sugere, estes sistemas se comunicam principalmente
pelo compartilhamento de meméria (HENNESSY; PATTERSON, 2011).
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Dependendo do tipo de acesso a memoria compartilhada os multiprocessadores po-
dem ser classificados em UMA (Uniform Memory Access) ou NUMA (Nonuniform Memory
Access). No primeiro caso, também chamado de SMP (Symmetric Multiprocessor) a meméria
é centralizada fazendo com que os processadores levem aproximadamente o mesmo tempo
para acessa-la, independente de qual o endereco requisitado. No segundo caso, também cha-
mado de DSM(Distributed Shared Memory) o acesso a meméria € mais rapido em alguns
casos, dependendo do processador que faz o acesso e do enderego buscado (PATTERSON;
HENNESSY, 2008). Embora maquinas UMA sejam mais faceis de programar, os sistemas
NUMA tem maior potencial para expansao (PACHECO, 2011). A figura 7 mostra os esquemas
de comunicacao de arquiteturas UMA e NUMA.

Figura 7 — Esquema de arquitetura UMA e NUMA

Chip 1 Chip 2 Chip 1 Chip 2

l Interconnect ‘ | Interconnect I | Interconnect I
Memory Memory Memory

Fonte: (PACHECO, 2011)

A paralelizagdao em nivel de processadores pode ser explorada por meio de multiplos
processos ou multiplas threads. Estas Ultimas por posuirem menor sobrecarga durante a troca
de contexto (demandam menos ciclos de clock) (TANENBAUM; AUSTIN, 2012) sdo adotas
neste trabalho.

3.1.5 Procedimentos e métricas para a paralelizacéao

Uma vez definidos os intrumentos e as estratégias para a paralelizacdo de um algo-
ritmo deve-se definir as etapas que serao percorridas e as métricas de desempenho que serao
adotadas. A metodologia de Foster € utilizada para direcionar o processo de paralelizacao e
as métricas de speedup, eficiéncia e escalabilidade sdo aplicadas a fim de se realizar uma
avaliacao quantitativa dos resultados.

3.1.5.1 Metodologia de Foster

Este método proposto por lan Foster em 1996 tem como objetivo abstrair inicialmente
os aspectos relacionados a arquitetura e focar nas caracteristicas de paralelismo do problema.
Esta estratégia consiste em 4 passos listados a seguir (PACHECO, 2011).

1. Particionamento: Dividir o problema em tarefas menores de forma a identificar quais
delas podem ser executadas em paralelo;

2. Comunicacgdo: Determinar qual a comunicagao necessaria entre cada tarefa;
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3. Aglomeragéo: Agrupar as tarefas e as comunicagbes em conjuntos maiores, de forma
que tarefas dependentes figuem em um mesmo conjuntos e tarefas paralelizaveis em
conjuntos distintos;

4. Mapeamento: Atribuir os conjuntos da etapa anterior aos processos ou threads de forma
gue a comunicagao seja minima e carga de cada um balanceada.

3.1.5.2 Métricas de desempenho

O speedup pode ser calculado pela equacdo 3.2 e € uma métrica que mede o ganho
de velocidade por uma aplicagao paralela em relagdo a sua versao sequencial (ou a melhor
versdo sequencial existente (PATTERSON; HENNESSY, 2008)). A equacdo 3.3 apresenta o
célculo da eficéncia ou da contribuicdo média de cada thread p para o ganho de velocidade
(PACHECO, 2011). A escalabilidade possibilia verificar o ganho ou perda de eficéncia na solu-
¢ao de um problema a medida em que a quantidade threads cresce. Se a eficiéncia € mantida
ao se aumentar o numero de threads sem aumentar o tamanho do problema, este é chamado
de formetemente escalavel. Se a eficiéncia € mantida ao se aumentar o tamanho do problema
proporcionalmente ao aumento de threads este é dito fracamente escalavel (PATTERSON;
HENNESSY, 2008).

Tsem’al
S = 3.2
Tparalelo ( )
S
E = 3.3
Nth’reads ( )

3.2 Meétodo dos elementos finitos

O FEM é uma técnica numérica para a solugéo de problemas de valor de contorno.
Neste método, o dominio de analise é visto como uma cole¢cdao de subdominios, chamados
de elementos finitos, sobre 0s quais, a equacao que modela o problema é aproximada por um
método variacional ou de residuos ponderados (REDDY, 2006). Essas diferentes vertentes do
método surgiram devido aos esfor¢os independentes de matematicos, cientistas e engenheiros
(ZIENKIEWICZ, 2005). Originalmente o método foi proposto para a andlise de deslocamentos
e elasticidade de estruturas mecéanicas, mas em seguida foi estendido para solucionar proble-
mas de outros campos da fisica e da engenharia (JIN, 2002; DESAI, 1972; ZIENKIEWICZ,
2005).

3.2.1 Problema de Valor de Contorno

Um problema de valor inicial (PVI), pode ser definido como uma equacéo diferencial
(ou sistema de equacges) na qual sdo dadas as condicoes iniciais do fenbmeno, as quais sao
impostas sobre a variavel dependente e suas derivadas em um unico instante de tempo (inicial)
to. Um problema de valor de contorno (PVC) por sua vez, apresenta tais condicoes aplicadas
em pontos distintos, como por exemplo em z; e = ;. Geralmente os PVI sdo dados em fungéo do
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Condicao Tipo

u(zi) =« Dirichlet

u(z;) = Dirichlet Homogénea
u'(x;) =P Neumann

u'(x;) =0 | Neumann Homogénea

Tabela 1 — Exemplos de condi¢des de contorno

tempo enquanto os PVC sao estabelecidos em funcdo do espaco (BOYCE; DIPRIMA, 2010).
Na figura 8 é apresentada a geometria do problema benchmark com as condi¢gdes de contorno
(tensao) pré-definidas sobre cada uma das placas. A partir dessa informacao sobre uma parte
do dominio, deseja-se obter obter os valores nas demais partes.

Figura 8 — Condig¢bes de contorno do capacitor de placas paralelas.

Ar

Placa 1 : 10V Placa2 : OV

Ll e

Fonte: Elaborada pelo autor

Conforme mostra a tabela 1, as restricdes aplicadas sobre a variavel dependente sao
chamadas de condig¢ées de Dirichlet ou essenciais, enquanto as que sao estabelecidas sobre
as derivadas da variavel dependente sdo conhecidas como condicées de Neumann ou na-
turais. Além destas duas classes, existem as restricdes especificas do fendbmeno modelado,
como por exemplo, condi¢cdes de radiacao ou de impedancia para problemas do eletromagne-
tismo (JIN, 2002).

A solucao analitica de um PVC pode ser obtida por meio da integragéo direta ou a partir
da aplicacao de técnicas como a separacao de variaveis, expansao em séries ou pela trans-
formada de Laplace. No entanto, a maioria dos problemas da engenharia e da ciéncia ndo séo
lineares e apresentam geometria ou condi¢gées de contorno complexas. Estas caracteristicas
fazem com que a resolugé@o analitica de tais problemas seja impraticavel, sendo necessario
recorrer a métodos numeéricos a fim de se obter uma solugéao aproximada (BOYCE; DIPRIMA,
2010; POWERS, 2006).
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3.2.2 Meétodos numéricos para PVCs

Anteriormente ao FEM, o Método das Diferengas Finitas (FDM) destacava-se como
uma estratégia para a solucdo de PVC, a qual realiza a discretizacdo do dominio por meio de
uma grade regular de pontos e a aproximagéao de cada derivada da equagéo por um quociente-
diferenca adequado (FAIRES, 2008). Embora este método seja util em muitos casos, se torna
dificil aplica-lo em problemas com geometria irregular ou com condi¢ées de contorno nao
usuais. Um exemplo pode ser visto na figura 9.

Diferentemente do FDM, como destaca Huebner et al. (2001), o FEM divide o dominio
em subdominios ao invés de pontos e representa mais fielmente a geometria do problema.
Assim sendo, ele se apresenta como uma técnica mais poderosa e versatil para a modelagem
de fenbmenos com geometria complexa e meios ndo homogéneos (SADIKU, 2001).

Figura 9 — Método das Diferengas Finitas e método dos Elementos Finitos

5 /

Fonte: Elaborada pelo autor

3.2.3 Formulacdes do FEM

As primeiras formulagdes do FEM sdo conhecidas como abordagem direta ou formu-
lagéo fisica, que embora fornega a interpretacao intuitiva do método, € util apenas para a
resolucao de problemas relativamente simples (HUEBNER et al., 2001; DESAI, 1972; ZIEN-
KIEWICZ, 2005). O uso do principio do trabalho virtual para a determinacdo de forcas na
abordagem direta levou a generalizagdo do FEM por meio da estratégia de minimizacao do
funcional de energia. Esta técnica mais genérica ficou conhecida como formulagao variacional
(DESAI, 1972; ZIENKIEWICZ, 2005; JIN, 2002) e tem como principal representante o método
de Rayleigh-Ritz. Uma terceira abordagem, conhecida como Método dos Residuos Pondera-
dos ou formulagao generalizada (ZIENKIEWICZ, 2005; HUEBNER et al., 2001), é tradicional-
mente utilizada e € ainda mais genérica que o principio variacional, pois resolve diretamente
as equagcdes diferenciais do modelo sem necessitar da existéncia de um funcional de energia
(DESAI, 1972) ou em outras palavras, sem exigir que o sistema seja positivo definido (todos
os autovalores positivos).

A figura 10 baseia-se nos diagramas apresentados por Zienkiewicz (2005) e contém
a relagao entre as diferentes formulacdes para a solucdo de um PVC relacionadas FEM. No
presente trabalho sera adotado o método dos residuos ponderados, utilizando a abordagem
de Galerkin para a escolha das funcbes de peso.
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Figura 10 — Associagao entre as estratégias de solucdo de PVC. Linha cheias representam
relacao direta, linhas tracejadas relacao indireta. Embora o FEM seja apresentado
na literatura por meio de diferentes abordagens, todas conduzem a resultados
equivalentes.

Modelo diferencial

|

Forma integral

Principios Formulagdo fraca Trabalho virtual
variacionais i :

Residuos ponderados

|

Galerkin
A

e T ;

Fungoes de teste definidas por partes

|

FEM atual
Fonte: Elaborada pelo autor

3.2.4 Método dos Residuos Ponderados

De acordo com Jin (2002), a aplicagdo do FEM pode ser feita a partir de quatro passos
basicos: discretizacao do dominio, selecao das funcdes de interpolacao, formulacdo do sis-
tema de equagdes e solugdo do sistema de equagdes. Zienkiewicz (2005) faz uma separagao
em trés etapas voltada para programas de computadores. A etapa de pré-processamento en-
globa a especificagdo da geometria e geragdo da malha. O processamento envolve a formagao
das matrizes dos elementos (matrizes de massa), montagem do sistema global, atribuicdo das
condigbes de contorno e solugao do sistema reduzido. Por fim, o pds-processamento é encar-
regado de exibir os resultados graficamente e realizar calculos secundéarios, caso necessarios.
Nos topicos a seguir sdo exploradas as etapas propostas por Jin (2002).

3.2.4.1 Discretizacdo do dominio

A discretizacao do dominio consiste na transformagéo do continuo 2 em uma malha de
elementos finitos (discretos). Cada elemento (2. dessa malha representa um subdominio de €.
Nesta etapa sdo definidas a forma, a quantidade e o tamanho dos elementos, de maneira que
a representacao em malha seja a mais proxima possivel do objeto em anélise (DESAI, 1972).
A escolha da geometria dos elementos estd associada tanto a propria geometria do problema
quanto a precisdo que se deseja obter. Na figura 11 sdo mostrados exemplos de elementos
que podem ser utilizados no processo de discretizacdo. Os elementos que apresentam curva-
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turas nas arestas ou faces sdo denominados isoparamétricos e fornecem maior acuracia na
modelagem de superficies curvadas (JIN, 2002). E possivel também melhorar a precisédo de
elementos regulares (sem curvatura) por meio da inser¢ao de nés nas arestas ou faces. Estes
néds “adicionais” formam os chamados elementos de ordem superior.

Figura 11 — Exemplos de possiveis elementos de uma malha

Traco (1D) Triangulo (2D) Quadrilatero (2D) Tetraedro (3D)

A VAN
T
A

Isoparamétricos e __e~ e

Fonte: Elaborada pelo autor

1* ordem

7

Como pode ser visto na figura 12, cada elemento é identificado na malha a partir de
um identificador Unico que lhe é atribuido. Os vértices de cada elemento também s&o nume-
rados. Cada n6 possui dois valores vinculados a ele, um atuando como identificador global
(numeracgao do n6 na malha) e o outro como identificador local (humeragao dentro de um dado
elemento). A numeragéo local é geralmente feita no sentido anti-horario, a fim de se obter
um valor positivo no célculo da area ou volume por meio do determinante (SADIKU, 2001;
JIN, 2002). Além da localizacao geral feita em termos das coordenadas xzyz pode ser con-
veniente mapear ou transformar a localizagdo de um elemento em termos das coordenadas
naturais/adimensionais £n¢ (JIN, 2002). Também sdo comumente utilizadas coordenadas nor-
malizadas de &rea e volume para elementos triangulares e tetraédricos (ZIENKIEWICZ, 2005).

Figura 12 — Identificadores de elementos e n6s

G6

Fonte: Elaborada pelo autor
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3.2.4.2 Selecao das funcdes de interpolagcao

A etapa seguinte € a geracao das fungdes de interpolacao ( fungdes de base ou forma)
(HUEBNER et al., 2001), as quais sao responsdaveis por aproximar a solucao ¢ no interior de
cada elemento (JIN, 2002). Para atingir este objetivo sdo necessarios trés passos:

1. Tendo em mente a ordem e caracteristicas dos elementos da malha, escolher uma fun-
¢a0 ¢ que aproxime a solucéo ¢;

2. Escolhida a funcédo ¢, determinar a aproximacgéo <5§ para os nés i de cada elemento e,
com base nas sua localizacao espacial;

3. Determinar as funcdes de interpolagdo N¢ com suporte compacto no dominio de e, ou
seja, uma fungao que cujo valor seja diferente de zero apenas dentro de Q°.

No primeiro passo geralmente é escolhido um polinémio para a funcéo ¢, e isso ocorre
por dois motivos a priori (DESAI, 1972):

¢ Facilidade de manipulacao matematica, principalmente derivagao e integracao;

e Aproximacao satisfatoria quando truncado em uma ordem qualquer.

Na pratica sao escolhidos polindmios de primeira ou segunda ordem, mas ordens su-
periores podem ser adotadas para reduzir o erro de aproximagao, sobretudo em bordas com
curvaturas acentuadas, no entanto ocorre também o aumento da carga computacional (JIN,
2002). A escolha da ordem do polinémio ¢ esta relacionada & ordem do elemento escolhido,
por exemplo, em um tridngulo de primeira ordem (linear) a aproximacao pode ser feita por uma
funcao linear (3 incégnitas), ja para um tridngulo de segunda ordem, a aproximacao é feita
por uma funcao quadratica (6 incognitas). As equacdes 3.4 e 3.5 mostram respectivamente os
polinbmios completos de primeira e segunda ordem.

o(x,y) =a+bx+cy (3.4)

b(x,y) = a+ bx + cy + da® + exy + fy? (3.5)

Para o segundo passo, considerando um subdominio bidimensional triangular, a apro-
ximagao para o valor de ¢ no dominio de um elemento e pode ser feita pelo polinbmio apre-
sentado em 3.6. A obetencao dos valores da solugdo em cada n6 de e pode pode entao ser
feita resolvendo-se o sistema 3.7 no qual z; e y; sdo as coordenadas dond i e a, b e c S840 as
incognitas a se determinar. O sistema com as incégnitas isoladas é dado na equacgéao 3.8.

ae

¢ =a + bz +cfy={1xy}{be (3.6)

Ce
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¢$ = ae + bexi + Ceyi i = 17 27 3 (37)
—1 ~
a® 1z » o5

ey =11 To Y2 ¢§ (38)
c® 1 x5 ys b5

O terceiro passo é realizado por meio da substituicdo o resultado de 3.8 na equacgao
3.6, pelo qual se obtém as fungdes de interpolagdo Nf para os pontos ¢S. A partir de entéo, é
possivel se obter o valor de ¢¢ em um ponto (z, y) qualquer no interior de e, conforme mostra
a equacao 3.9. Para elementos triangulares no plano cartesiano as fungées NS sdo geradas
pelas relagdes apresentadas na equacao 3.10 (JIN, 2002). Especificamente para o caso de
tridngulos de primeira ordem, as préprias funcdes Nf representam as coordenadas de &rea,
normalizadas pela area A do triangulo, no entanto, para elementos de ordem superior sao
necessarias algumas manipulagbes adicionais e o uso de integragdo numérica (VOLAKIS;
CHATTERJEE; KEMPEL, 1998; JIN, 2002; ZIENKIEWICZ, 2005).

3
¢¢ =D Ni(z,y)¢; = {N} {¢°} (3.9)

i=1

Nf(z,y) = 2}}5 (af + bz + cSy) 1=1,2,3

a® = {x5ys — x5y3, a5yT — 21y5, 2Ty5 — a5yt }

b° = {y5 — v5, ys —v%, yT —¥5 } (3.10)
¢ ={a§ — af, 2f — 2§, 2§ — 27 }

A¢ = 4 (bes — bse)

A figura 13 mostra um exemplo das fung¢des de interpolagcdo em um dominio 2 unidi-
mensional e a figura 14 mostra uma fungdo N; em duas dimensdes, composta pelas fungdes
N¢ de seis elementos. Strang (1973) chama as fungbes N; de “chapéu” para problemas unidi-
mensionais e “telhado” para problemas bidimensionais.

Além do suporte compacto, as fungbes N; devem se escolhidas de forma que se com-
portem como o delta de Kronecker (JIN, 2002), como mostra a equacao 3.11 a seguir. Dessa
forma elas preservam os valores nodais ¢;.

1,i=j
Ni(xj,yj) :67;]' = (311)
0,7
Além da familia triangular/tetraédrica, existem as familias serendipity e lagrangeana
para quadrilateros e blocos. A diferenga basica entre as duas é que os elementos da familia
de Lagrange podem apresentar nos internos (nas faces ou espago), 0 que ndao ocorre com 0s
elementos da serendipity (ZIENKIEWICZ, 2005; VOLAKIS; CHATTERJEE; KEMPEL, 1998).
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Figura 13 — Fungdes de forma em 1D. Destaque para as fungdes N1 e Ng
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 14 — Fungdes de forma em 2D para o no i

Fonte: Elaborada pelo autor

3.2.4.3 Formulacao do sistema de equacdes

Considere o PVC apresentado em 3.12. A equacao de Poisson que modela a distribui-
¢ao do potencial ¢ esta sujeita as condi¢gdes de contorno em 99, e 9€2,. O operador A é o
laplaciano, f é uma fungéo de excitacdo conhecida e ¢ é a grandeza fisica procurada.

Ap=f em €2
o=a em 0§y (3.12)
o=> em 0€)y

Se for feita a substituicdo da solugéo exata ¢ por um valor aproximado, um residuo r
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surge em decorréncia dos erros de aproximagao, como pode ser visto na equagao 3.13.

r=A¢—f#0 (3.13)

Embora o residuo nos elementos seja diferente de zero em sua maioria (verificar os
erros de aproximagao na figura 13), deseja-se que o residuo total, na média, seja igual a zero
(VOLAKIS; CHATTERJEE; KEMPEL, 1998). Para este fim, conforme mostra a equacao 3.14,
deve-se realizar a ponderagao do residuo r por meio de uma fungéo w adequada, e em seguida
fazer a analise da perspectiva do continuo, por meio da integracao sobre o dominio 2 (ao
invés da analise pontual fornecida pela equagéo diferencial). Esta estratégia é conhecida como
Método dos Residuos Ponderados e € originada da formulagéo fraca da equacgéo diferencial
(ZIENKIEWICZ, 2005). A derivada fraca € uma generalizagdo da derivada classica e por meio
dela a fungéao ¢, chamada solucao fraca, € buscada em um espaco de fungdées mais amplo, o
espaco de Sobolev (EVANS, 1998; FURTADO, 2012).

R:/Qw(AqE—f)dQ:o (3.14)

Uma vez que se tem o dominio €2 discretizado, é conveniente fazer a analise por partes,
sobre cada dominio §2.. Ao invés de se escolher uma funcao w que atenda a todo o dominio,
faz-se o uso de fungbes w*® mais simples, para cada elemento e. A equagao 3.15 apresenta
como é feita a andlise para os trés nés de um elemento triangular de primeira ordem.

R :/Qwe (Ade — 7<) da=0 (3.15)

Com a expansdo do sistema em 3.15 tem-se a equacdo 3.16. A aproximagdo ¢¢ foi
obtida na etapa anterior e é apresentada na equacdo 3.9. Ao substituir ¢¢ na equacéo 3.16,
tem-se o sistema 3.17. Os parametros z e y foram omitidos para melhor legibilidade da formula.

/weAée dQ:/wefe 0 (3.16)
Q Q

3
/weZNqubf dQ:/ W f¢ do (3.17)
o o Q

Dependendo da escolha da fungéo de ponderacao w o método dos residuos pondera-
dos recebe nomes especificos. Alguns casos especiais sao apresentados em 3.18.

Método de Petrov-Galerkin w=1; #¢
Método de Galerkin w=¢

. o 6 (3.18)
Método dos Minimos quadrados w = - (a(az)%)

Método da colocacéo Iz —x;)

O método de Galerkin para um operador auto-adjunto e positivo definido equivale ao
método de Ritz (ZIENKIEWICZ, 2005) (verificar relacao indireta com os métodos variacionais
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na figura 10). A equagao 3.19 mostra a representacdo de Galerkin para para o elemento e.
Apbs empregar a integragao por partes (ou o teorema de Green) em 3.19 fazendo u = Ny e
dv = AN{ dada a relagéo [ udv = uv — [wvdu, obtém-se a forma fraca do laplaciano, a qual
possui menor restricdo de diferenciabilidade/suavidade, passando de C* para C°. Além disso,
€ importante notar que durante essa manipulagdo surgem termos integrais sobre o contorno
0 e 98, no entanto, devido a propriedade apresentada na equacao 3.11 essas integrais de
borda desaparecem (valem zero no contorno) (REDDY, 2006) restando apenas as parcelas
apresentadas na equagéao 3.20.

3

> [ NjaNigrda = [ Nipae o j-123 (3.19)
=179 &

3
Z@?/ VN§VN{ dQ:/N;f@ aQ  j=1,2,3 (3.20)
=1 79 @

A equagéo 3.20 fornece o sistema linear para um elemento e o qual pode ser visto em
linguagem matricial na equacao 3.21. De posse das matrizes K¢ (matriz de massa) é feito o
mapeamento dos identificadores locais para os identificadores globais. Este processo € co-
nhecido como montagem do sistema global (matriz de rigidez). Do ponto de vista algébrico, o
mapeamento das matrizes dos elementos para o sistema global pode ser ser feito por meio
de uma matriz L chamada matriz de conexdo de nés (NCM) (WU et al., 2015) ou de transi-
¢ao (KISS et al., 2012). L € uma matriz booleana com uma linha para cada vértice de cada
elemento e uma coluna para cada vértice do sistema. A matriz global K pode ser obtida pela
equagao 3.22, na qual a matriz £ é a matriz de bloco diagonal contendo as matrizes de cada
elemento na diagonal principal.

[KJ{9%} = {v°} (3.21)

K=LTEL (3.22)

Considere a ilustracdo da figura 15. Para este exemplo as matrizes L e E sdo mos-
tradas na equacdo 3.23. E conveniente também pensar em termos de uma fungédo Map que
associa os identificadores locais com os identificadores globais. As equacoes 3.24, 3.25 € 3.26
mostram respectivamente as fungbes de mapeamento para este exemplo, 0 mapeamento do
primeiro elemento e 0 mapeamento total. A equacéo 3.27 mostra o sistema global sobre o qual
serdo aplicadas as condi¢des de contorno.

[1 0 0 0 Kl, Kl, Kl 0 0 0]

0001 Ky, K} Ki; 0 0 0
;0100 o Ki, K& Ki; 0 0 0 (3.23)

0001 0 0 0 K} K} K

0010 0 0 0 K32 K2 K

01 0 0] | 0 0 0 K3 K3 K3
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Figura 15 — Exemplo para a montagem do sistema global

g4

&1

g3
)

Fonte: Elaborada pelo autor

Map(er) : lh = g1, lo — ga, I3 — g2

(3.24)
Map(eg) : ll — 94, lg — g3, l3 — g2
Ki, Ki; 0 Ki
Ki KL 0 Kl
Map(e) = |7 3t 733 32 3.25
pler) 0 1 0 0 (3.29)
Ky Ky 0 Ky
Kt Kiy 0 Kiy
K} KL+ K2 K2, KL+ K2
Map(er) + Map(es) = |31 133 . 33 ;2 32 ) 31 (3.26)
0 K3, K3 K3
Ky K+ Kiy Kfy Kjp+ Kf
Ki, Kis 0 Ki, ¢1 b1
K3 K3+ K3 K3y K+ K3 )¢ _ b (3.27)
0 K3 K3, K3 ®3 b3
Ky K+ Kiy Kiy K3+ K7 | | ¢4 by

O sistema global € da ordem do ndmero de n6s da malha. Para problemas reais ele €
esparso e dependendo da ordem da numeracao dos nds pode ter maior parte dos elementos
confinados em torno da diagonal principal, formando assim uma matriz de banda (ZIENKI-
EWICZ, 2005). Uma vez montado o sistema, as condigdes de contorno sao aplicadas.

Neste trabalho sdo abordadas apenas as condi¢des de contorno de Dirichlet, que con-
sistem na substituicao das incognitas dos nds de contorno por seus respectivos valores. Assim,
se um sistema de ordem 1000 possui 200 valores pré-fixados ele pode ser reduzido a ordem
800. Considerando ainda o exemplo da figura 15, suponha que os ndés g; e g3 componham
respectivamente os contornos 92, e 9. Tem-se que ¢ = u; em Q1 € ¢ = us em 9€2s. Assim
sendo, modifica-se o sistema 3.27 de forma a atender as condi¢bes de contorno sem perder



Capitulo 3. Fundamentagdo Tedrica 47

a simetria (JIN, 2002). O resultado das atribuicbes sao apresentados na equacao 3.28 e o
sistema reduzido a resolvido na préxima etapa na equacgao 3.29.

1 0 0 0 ¢1 u1
0 K33+ K3 0 K+ K3 ) ¢e _ Jba— K3 — K3, (3.28)
0 0 1 0 ®3 u2
0 K3+ Kiy 0 Kyp+Kfj| | ¢4 by — K1 — Kty
Kgy+ K3y Kip+ K3 {@} _ {bZ — K3 — K??z} (3.29)
Ky + Kfy Ko+ Kfy| (¢4 by — K31 — K7

3.2.4.4 Solugao do sistema de equagodes

Para resolver o sistema linear originado da etapa anterior podem ser utilizados diferen-
tes algoritmos numéricos, os quais sao geralmente agrupados em duas classes: métodos dire-
tos e métodos iterativos (VOLAKIS; CHATTERJEE; KEMPEL, 1998). Segundo Faires (2008),
as técnicas da primeira classe consistem em uma sequéncia finita de operacgdes a fim obter a
solucao exata do problema, a qual esta sujeita apenas aos erros de arredontamento. Os méto-
dos iterativos por sua vez sao estratégias que usam aproximagdes sucessivas a partir de um
“chute” ou suposigao inicial a fim de obter a solucao dentro de uma tolerancia pré-estabelecida
(STRANG, 2013). A taxa de convergéncia, ou seja, 0 quao rapido o método se aproxima da
solucdo exata depende do espectro da matriz de coeficientes e portanto, do seu nimero de
condicdo (BARRETT et al., 1995).

Conforme apresenta Faires (2008) a solugao de um sistema linear por métodos diretos
tem como principal instrumento a eliminagdo gaussiana, a qual consiste em transformar um
sistema linear qualquer em um sistema triangular por meio de repetidas combinacdes lineares
entre as linhas (FRANCO, 2006). No entanto, dada a complexidade algoritimica desse método
(O(n3/3)), foram desenvolvidas estratégias conhecidas como fatoragéo ou decomposigéo, as
quais tiram proveito da estrutura do sistema para realizar a solucéo por partes. Alguns tipos
de fatoragdo sdo nomeados na tabela 2 .

Contudo, como ressalta (VOLAKIS; CHATTERJEE; KEMPEL, 1998), o uso de méto-
dos diretos para sistemas reais, grandes e esparsos, pode demandar alto consumo de proces-
samento e memoria. Para tais sistemas, a recomendacao recai sobre os métodos iterativos
Franco (2006), Faires (2008). Segundo Barrett et al. (1995) esta classe pode ser separada em
métodos estacionarios e nao estacionarios. A equacao 3.30 mostra o esquema geral de méto-
dos estacionarios, nos quais os parametros B e ¢ ndo variam durante as iteracoes. A tabela 3
contém a descrigao de trés algoritmos deste tipo.

2®) =D 4 k=12 .. (3.30)

Ainda segundo Barrett et al. (1995), métodos nao estacionarios se diferenciam dos
anteriores devido a tomada de decisao baseada em iteragcoes anteriores. Os métodos do su-
bespaco de Krylov fazem parte desta classe e sdo comumente utilizados na literatura devido
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Fatoracao | Descricao

A=LU L é uma matriz triangular inferior e U uma matriz triangular su-
perior. Se U apresentar diagonal unitaria tem-se a fatoracao de
Crout

A=LDU | Similara LU sendo que D uma matriz diagonal e L e U apresen-
tam diagonal unitaria

PA=LU | Fatoracdo LL com permutagdo de linhas por meio da matriz P
A=LL" Denominada fatoracao de Cholesky, aplicavel a sistemas positi-
vos definidos

A= LDL" | Fatoragéo de Crout. Similar & de Cholesky mas com L apresen-
tando diagonal unitéaria.

A=QR Aplicavel a uma matriz m x n. Q € uma matriz unitaria e R é
triangular superior

Tabela 2 — Exemplos de técnicas de fatoragdo de matrizes (FRANCO, 2006)

Método Descricao

Jacobi Resolve uma variavel = em relagdo as demais.
A cada iteracdo resolve todas as variaveis uma
Unica vez. Possui a seguinte forma matricial: z(*) =
DYL 4 U)z*=Y + D~'b. E f4cil de implementar e
entender, mas converge lentamente.

Gauss-Seidel (GS) Utiliza as atualizagdes de x mais recentes (realizadas
anteriormente na mesma iteracdo). Em geral, se o
método de Jacobi converge, o GS converge mais ra-
pidamente. Sua representagdo matricial € dada por:
2®) = (D — L) 'Uz* 1 + (D — L)~
Sobrerrelaxamento | Derivado do método de Gauss-Seidel por meio do
Sucessivo (SOR) uso de um parametro de extrapolacdo w. Depen-
dendo da escolha de w, 0 método converge mais ra-
pidamente que o GS. Sua forma matricial é: z(¥) =
(D —wL)™' (1 —w)D + wU]z®*Y 4 w(D - wL)~

Tabela 3 — Métodos estacionarios (BARRETT et al., 1995; FAIRES, 2008)

a sua robustez. Alguns trabalhos recentes sdo os de Anzt et al. (2016), Ahamed e Magoulés
(2016), Yang, Liu e Chen (2016). De acordo com Strang (2013), estes métodos apresentam
baixo custo computacional uma vez que sao realizadas apenas poucas multiplicagbes de ma-
triz por vetor. Basicamente, em cada iteragdo dos métodos de Krylov é calculada uma nova
direcdo p e um novo tamanho de passo (ou distancia) a nesta dire¢do, como apresenta a
equacao 3.31. A tabela 4 apresenta trés métodos do subespaco de Krylov.

PR D BN (ot DY S B I (3.31)

Além de Uteis para o processamento de grandes sistemas esparsos, os métodos ite-
rativos tém a capacidade de se autocorrigirem em caso de erro (STRANG, 2013) e podem
ser utilizados para a redugéo dos erros de arredondamento e sob algumas condicdes, serem
aplicados para sistemas nao lineares (FRANCO, 2006). Essa classe de solucionadores tam-
bém é facilmente adaptada para uso em computadores paralelos (FAIRES, 2008). Na secao
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Método Descricao
Gradientes O CG funciona de forma similar ao método da des-
Conjugados (CQG) cida mais ingreme, no entanto gera uma sequéncia e

direcoes ortogonais entre si (ndo repete uma mesma
direcdo). Esta técnica é aplicavel a sistemas positi-
vos definidos e tem como objetivo minimizar o re-
siduo (ou o gradiente) a cada iteracao. Além disso
apresenta a vantagem de armazenar apenas alguns
poucos vetores.

Residuos Este método calcula uma sequéncia de vetores orto-
Minimos gonais e os combina por meio de minimos quadra-
Generalizados dos. Ele é util para matrizes nao simétricas mas é
(GMRES) custoso em termos de armazenamento, pois arma-

zena os dados calculados em cada iterag&o. para li-
mitar o armazenamento podem ser feitas renicializa-
¢Oes periddicas.

Gradiente O BiCG faz a busca de dire¢des utilizando 2 residuos
Biconjugado (BiCG) | mutuamente ortogonais, 0s quais sdo obtidos partir
da matriz de coeficientes A e de sua transposta A7
Com esta adaptacao o método pode ser utilizado em
sistemas assimétricos. De forma a melhorar a con-
vergéncia pode-se utilizar o método com estabiliza-
cao (BiCGStab).

Tabela 4 — Métodos do subespaco de Krylov (BARRETT et al., 1995)

seguinte, o método CG utilizado neste trabalho é explicado em detalhes.

3.3 Método dos Gradientes Conjugados

O método do gradiente conjugado (CG) foi proposto por Hestenes e Stiefel em 1952
como um método direto para a solugao de sistemas lineares positivos definidos (com todos os
autovalores positivos) (FAIRES, 2008). Embora sua concepcéao seja de um método direto que
converge apos n iteragdes, sendo n a ordem do sistema, ele diferencia-se da elimina¢do gaus-
siana por poder ser encerrado parcialmente (STRANG, 2013). Assim sendo, sua aplicacao
tem sido feita como um método iterativo para se aproximar a solugéo de sistemas esparsos,
0s quais com o uso de um precondicionador adequado convergem em torno de /n iteragoes
(FAIRES, 2008).

3.3.1 Matrizes Positivas Definidas (PD)

Considere uma fungdo y = f(x) na qual a derivada primeira num ponto z, € igual
a zero, ou seja, f'(z,) = 0. Neste caso fala-se que z, € um ponto estacionario (ou critico)
de f e pode ser classificado como ponto de maximo, minimo ou de inflexdo (ponto de sela)
(STRANG, 2013). A determinacao deste tipo esta associada a derivada segunda, sendo que
se f"(z4) > 0, z, € um ponto de minimo, se f"(x,) < 0, x, € um ponto de maximo e se
/" (xq) =0, z, € um ponto de sela (FRANCO, 2006).
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Seja f(x) uma fungdo quadratica no plano cartesiano, a qual pode ser escrita como
f(x) = az?+ bz + c. Extrapolando tal fungéo para o espago multidimensional, pode-se escreve-
la convenientemente, como sera visto a seguir, na forma vetorial, dada pela equacao 3.32
(SHEWCHUK, 1994). Para um dominio bidimensional em que A é uma matriz de ordem 2, b
€ um vetor 2 x 1 e v & um escalar, é obtida uma funcao tal qual a apresentada na equacgao
3.5. Para se obter exatamente esta funcdo genérica, deve se aplicar na funcio de 3.32 os
valores relacionados na equagao 3.33. A partir da forma quadrética f(x,y) € possivel se obter
diferentes superficies, como mostra a figura 16, dependendo dos valores que compdem A e
b. A fim de facilitar a notagao, vetores e matrizes estdo indicados em negrito.

f(x) = %XTAX —blx+~ (3.32)

x = {z} A= [Qed ;f] b = {lc)} Yy=a (3.33)

O comportamento de um sistema PD em trés dimensdes é dado pelo paraboloide na
figura 16(a), o qual apresenta um unico ponto de minimo, fazendo com que todos os demais
sejam maiores que este (SHEWCHUK, 1994). Segundo Strang (2013), embora nao seja pos-
sivel visualizar, 0 mesmo comportamento pode ser obtido em formas quadraticas do espaco
R", variando-se a ordem da matriz A de 2 para n e utilizando-se um vetor b de comprimento
n x 1. Se os autovalores de A sao positivos, o problema na n-ésima dimensao é PD. Este tipo
de sistema € originado de diferentes campos da fisica e da engenharia (SADIKU, 2001) e é
conhecido como funcional de energia, cuja analise esta associada a area de analise funcio-
nal e do calculo de variagbes (ZIENKIEWICZ, 2005; SADIKU, 2001). Em seu livro, Jin (2002)
apresenta varios funcionais, como por exemplo para analise de dispersao, antenas e para os
campos elétrico e magnético.

Conforme apresentado por Franco (2006), a solugao de um funcional de energia con-
siste em encontrar o seu ponto de minimo xs. Dada a sua caracteristica de positividade, tal
ponto € o Unico ponto critico do sistema e por isso sua derivada primeira € nula. Para pro-
blemas de muitas variaveis, utiliza-se o conceito de gradiente apresentado na equacéao 3.34,
o qual é vetor contendo as derivadas parciais do problema e aponta para o sentido de maior
crescimento da funcao(SHEWCHUK, 1994).

Fl(x) = Vi) = |7 (3.34)

A equacao 3.35 apresenta o gradiente da forma quadratica 3.32. Se a matriz A é simé-
trica (A = A7), este gradiente equivale ao problema Ax = b. Assim sendo, dado um sistema
linear PD pode-se considera-lo como o gradiente de um funcional de energia e encontrar por



Capitulo 3. Fundamentagdo Tedrica 51

Figura 16 — Superficies quadricas. (a) Paraboloide eliptico originado de um sistema PD. (b) Pa-
raboloide eliptico gerado por um sistema negativo definido. (c¢) Cilindro parabdlico
originado de um sistema positivo indefinido. (d) Paraboloide hiperbdlico gerado por
um sistema indefinido.

Fonte: (SHEWCHUK, 1994)

meio deste segundo problema o hiperplano que o estacionariza (ponto de minimo), o qual
equivale a solucao do sistema linear original Franco (2006), Shewchuk (1994).

'(x) = x:1 Tx 1 X —
(%) = V7(x) = JATx + L Ax b -
['(xs)=0=Axs—b

3.3.2 Método da descida mais ingreme

O método dos gradientes, também conhecido como método da descida mais ingreme,
obtém o ponto de minimo de um funcional de energia caminhando no sentido contrario do
gradiente (—V f) a cada iteragdo & (FRANCO, 2006). Uma vez que sao feitas aproximagoes
x(¥) para o valor da solucdo x partindo de uma suposicao inicial xo, 0 gradiente pode ser
interpretado como um residuo r®), como mostra a equacéo 3.36, sendo que no ponto xs 0
gradiente (ou residuo) vale zero.

r®) = v (x®) =p — Ax® (3.36)

Segundo a equacao 3.31, para a obtengédo das aproximagdes de x, os parametros
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de direcdo (p) e passo (a) devem ser estabelecidos. Intuitivamente, partindo-se de um ponto
qualquer do funcional representado na figura 16(a), a direcido mais rapida para se chegar
no ponto de minimo é a diregao da descida mais ingreme, ou seja, a direcao do gradiente,
mas em sentido oposto (SHEWCHUK, 1994). Como dito no paragrafo anterior, a variavel que
aponta para este sentido é o residuo r*). A equacéo 3.37 apresenta uma modificacéo de 3.31
incluindo o residuo como direcao de busca.

X(k) E X(k_l) + O[k._ll'(k_l) k= 1, 2, (337)

Uma vez que se conhece a direcdo r*) em que se deve caminhar, define-se o quanto
caminhar. A resposta para esta questao é apresentada em detalhes por Saad (2003) e baseia-
se no principio de projegdes. Como pode ser visto na figura 17, quando se caminha no sentido
contrario ao do gradiente partindo-se de um determinado ponto, o limite de descida é dado
quando se encontra um novo gradiente (ou residuo) ortogonal ao atual. Esta ortogonalidade,
mostrada na equagao 3.38, garante que o residuo da proxima direcao sera zero em relacao
ao da direcao atual (STRANG, 2013). O célculo da distancia « é demonstrado pela equacgao
3.39 (SHEWCHUK, 1994).

Figura 17 — Tomando-se um ponto qualquer ((—2, —3) por exemplo) deve-se caminhar no sen-
tido do residuo (vetor verde) até que se chegue ao gradiente na diregao ortogonal
(vetor vermelho) ao atual. Este processo é repetido até se chegar a uma distancia
satisfatéria do valor minimo x,
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Fonte: Elaborada pelo autor
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TRkl — o  k=12,.. (3.38)

(3.39)

P T(k=1) (k1)

Ah=1 = TE—1) A p(b—1)

3.3.3 Direc¢bes conjugadas e gradientes conjugados

Embora o método da descida mais ingreme seja um algoritimo efetivo para se encon-
trar a solugao de problemas SPD (simétricos e positivos definidos ), algumas melhorias podem
ser realizadas para acelerar a convergéncia (FRANCO, 2006; SHEWCHUK, 1994).

Como pode ser visto na figura 17, caso fosse realizado um terceiro passo, ele seria feito
na mesma direcao do passo inicial. Este custo adicional devido a repeticdo de direcées pode
ser evitado caminhando-se 0 maximo necessario em uma determinada direcao (SHEWCHUK,
1994). Dessa forma, em um problema SPD bidimensional seriam necessarias apenas duas
iteracdes (ou passos) para se alcangar a solugao, como por exemplo uma iteragdo caminhando
na dire¢cdo do eixo = e outra na direcdo do eixo y. Uma outra alternativa além das bases
canbnicas poderia ser caminhar o0 maximo na primeira dire¢do e sé entao buscar uma nova
direcao.

Para que isso seja possivel, &€ necessario que ao invés de se caminhar no sentido de
residuos consecutivos ortogonais, deve-se caminhar nas dire¢gdes de uma base ortogonal de
A. Esta condicdo de A-ortogonalidade (FAIRES, 2008), também conhecida como diregcoes
conjugadas (FRANCO, 2006) é obtida para um conjunto de vetores d por meio do produto
interno apresentado na equagéo 3.40. Partindo-se deste resultado chega-se ao novo valor de
o mostrado em 3.41 de forma similar ao obtido em 3.39. Este processo de conjugacao pode
ser feito por meio da ortogonalizagao de Gram-Schmidt (SAAD, 2003; STRANG, 2013).

d"®WAQF) =0  k=1,2,.. (3.40)

T (k=1) p(k—1)

k-1 = dT(k—1) Ad(k—1) (3.41)

Tendo em vista que conjunto de direcdes de busca {d(®, d®),. .., d¥)} é obtido a partir
de uma base ortogonal de A e que os residuos tomados para a minimizagao do funcional
sao ortogonais, pode-se utilizar uma base composta por residuos para gerar A. Esta é a
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estratégia do método dos gradientes conjugados, por meio do qual uma nova dire¢ao de busca
passa a ser tomada em funcao das direcdes e dos residuos anteriores (SHEWCHUK, 1994).
Considere a figura 18 a qual apresenta a direcdo atual d(V) e a anterior d(®) que geram o
subespaco (cinza) de A. Tomando convenientemente os residuos r(® e r(1) ortogonais como
base para este subespaco, calcula-se o residuo seguinte r(?), ortogonal aos anteriores, e por
meio da combinacéo linear deste com a diregdo atual d(1) obtém-se um nova direcdo d® e
consequentemente bases para um novo subespaco.

Figura 18 — Obtencao de uma nova direcdo de busca em uma nova dimensao, de 2D para 3D.

2
@ Jdy, /lea)

/ /

d
) "
dg Y ")

Fonte: (SHEWCHUK, 1994)

A garantia de A-ortogonalizagdo de uma diregao d em relagéo a todas as anteriores
demanda o armazenamento do vetor d e sua comparacao com 0s demais a cada iteracéao,
0 que leva a uma complexidade O(n?) (SHEWCHUK, 1994). Contudo, no CG é necessario o
armazenamento apenas entre iteragdes consecutivas e a garantia de A-ortogonalidade ocorre
por definicdo, sendo necessario apenas o calculo do parametro de corregado 3, como mostra
a equacgdo 3.42 (BARRETT et al., 1995).

TR (k)

Em cada iteracdo do CG s&o obtidos vetores que geram um subespaco K* de Krylov,
conforme apresentado na equacgéo 3.43. Esta construcéo possibilita que a cada iteragdo sejam
realizadas apenas operagdes de produto interno e multiplicacdo de matriz por vetor as quais
sao menos custosas que as multiplicacées de matriz por matriz (STRANG, 2013). O compor-
tamento expresso em 3.43 é o que caracteriza um método como “do subespaco de Krylov”. O
algoritmo 5 contém um pseudocdédigo do CG proposto por (BARRETT et al., 1995).

K =[b Ab A2b ... Akflb} (3.43)

3.3.4 Andlise de convergéncia

Como dito na secao 3.2.4.4, métodos iterativos fornecem uma série de aproximacoes
para a solu¢ao de um problema, sendo necessaria a definigao de alguns parametros adicionais
a fim de se verificar se os valores aproximados estdo perto o suficiente da solucao.
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Algoritmo 5 Algoritmo dos Gradientes Conjugados (SHEWCHUK, 1994)
1: dy=r9g =b— Axg

A taxa de convergéncia, ou seja, 0 quao rapido o método obtém uma solu¢do adequada
(ou ainda, o numero de iteracdes necessarias para se obter tal solucido) é dada em funcéao do
numero de condi¢cdo da matriz de coeficientes, o qual esta associado a sensibilidade de um
sistema a pequenas alteragcdes no modelo A ou na entrada A (STRANG, 2013). A equacéao
3.44 mostra um exemplo de como a inclusdo de um pequeno erro afeta o resultado do sistema.

] R E S A R S
2 6.00001] |y 8.00001 2 5.99999] |y 8.00002

Enquanto o primeiro sistema apresenta o resultado {1,1}” a inclusdo de um erro da
ordem de le~® retorna como resultado o vetor {10, —-2}7, o qual é consideravelmente dife-
rente do primeiro. A distancia euclidiana entre estes vetores é v/90 ~ 9.48, o0 que leva a uma
amplificacdo do erro de entrada para o erro na saida num fator de 1¢°.

O numero de condigéo x(A) de uma matriz estabelece a relagéo entre uma alteragéo
na entrada (ou modelo) e seu efeito na saida do sistema (STRANG, 2013). Se a introdugéo de
um erro produz uma variagao equivalente na saida, tem-se que a matriz é bem condicionada
e que o valor de k(A) é proximo de 1. No entanto, se uma pequena variacao na entrada é
amplificada muitas vezes na saida, tem-se um sistema mal condicionado, e o valor de x(A)
neste caso € significantemente maior que 1 (FAIRES, 2008). O numero x(A) é definido con-
forme a equacgéo 3.45 para o caso geral e equivalentemente em 3.46 para matrizes simétricas
(STRANG, 2013).

K(A) = Al AT (3.495)
K(A) = ;’;j: (3.46)

Dada a grande amplificacdo do erro no exemplo 3.44, imagina-se que este seja mal
condicionado. Por meio da fungéo cond do MATLAB® é possivel calcular o niamero de con-
dicdo da primeira matriz do exemplo, o qual é igual a 4¢%. A fim de melhorar a convergéncia
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de um método iterativo, pode ser utilizada uma matriz similar a A, mas que apresente me-
lhor valor de x(A) (STRANG, 2013). A obtengéo de tais matrizes pode ser feita por meio de
técnicas de precondicionamento, decomposi¢ao de valores singulares (SVD) ou por meio de
regularizacdo (SAAD, 2003). Na subsecao seguinte serao apresentadas algumas estratégias
de precondicionamento utilizadas neste trabalho.

3.4 Precondicionamento e aceleracao da convergéncia

Como foi visto na secao anterior, a taxa de convergéncia do sistema esté vinculada ao
nuamero de condi¢cdo da matriz de coeficientes. A fim de se reduzir a quantidade de iteragdes
de um método iterativo ou até mesmo possibilitar a convergéncia de sistemas quase singula-
res (k(A) tendendo ao infinito) sdo utilizadas matrizes semelhantes a x(A) mas que tenham
melhores propriedades espectrais, ou seja, autovalores que fornecam um nimero de condicao
mais proximo de 1 (BARRETT et al., 1995; SAAD, 2003).

A forma geral de um sistema precondicionado é dada na equacao 3.47. A matriz M é
denominada precondicionador e deve ser escolhida de tal forma que o nimero de condicio de
M~!A seja menor que o de A (BARRETT et al., 1995). Segundo Strang (2013) os precondi-
cionadores podem ser obtidos a partir de uma separacio A =M —N.SeM = Alogo N =0
o sistema é resolvido diretamente por meio de eliminagao (Unica iteragao). Contudo, se M é
semelhante a A e mais facilmente invertivel, tem-se que M € um bom precondicionador.

M~ 'Ax =M"'b (3.47)

Como sugere Strang (2013), uma escolha inicial satisfatéria para precondicionadores
pode ser a adogao da separacao realizada nos métodos estacionarios apresentados na tabela
3. Sendo a matriz de coeficientes decomposta na forma A = L + D + U, tem-se no método de
Jacobique M =D e N = —L — U. No método de Gauss-Seidel a separagéo fica: M =D + L
e N = —U. Em ambos os casos M fornece uma aproximagao de A e menor nimero de
condigao (SAAD, 2003). As férmulas apresentadas na tabela 3 séo originadas a partir destes
valores de M e N como é mostrado na equagao 3.48, a qual culmina na férmula geral 3.30
dos métodos estacionarios.

Ax=Db
M—-N)x=b
Mx®*) = Nx*=D 4+ p (3.48)

x® = M INx*D L M~ 1b
x®) = Bx*1 4 ¢

A partir da escolha de M, pode-se submeter o sistema obtido em 3.47 para ser solu-
cionado pelo CG (algoritmo 5) ou ainda submeter o sistema original Ax = b ao método CG
precondicionado apresentado no algoritmo 6.
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Algoritmo 6 Algoritmo dos Gradientes Conjugados Precondicionado (SHEWCHUK, 1994)
1: rg=b— Axg

2: dp = M_lT‘O

3: forj=1,2...do
iTar—1,i

4: a="—0—" diJTMAdiT

5. ot =2l 4 ad

6: ritl = ’r’;— aAd
i+1 —1,.i4+1

7 B =1 riT%—l:i

8: di-i-l — M—lri-‘rl _|_6d2

) ig [Pt

9:  if Sy then

10: break

11: end if

12: end for

Além do uso de métodos iterativos como precondicionadores existem também as fato-
racoes incompletas, comumente utilizadas em sistemas esparsos (VOLAKIS; CHATTERJEE;
KEMPEL, 1998; SAAD, 2003). As representantes mais comuns dessa categoria sdo as decom-
posicdes ILU(0) e IChol(0) as quais preservam o padrdo de esparsidade da matriz original.
Saad (2003) e Barrett et al. (1995) explicam que além das técnicas tradicionais de precondici-
onamento, diferentes métodos podem ser adotados de forma a se beneficiar do conhecimento
que se tem sobre o problema modelado. Além disso, conforme Kiss et al. (2012) a conver-
géncia para a solugao pode ser otimizada quando ha a correspondéncia entre a estratégia de
precondicionamento e 0 ambiente de execu¢ao. Com base nestas afirmacdes sdo apresenta-
dos nas subsegodes a seguir duas estratégias utilizadas para a aceleragéo da convergéncia em
computadores paralelos, as quais sdo adotadas neste trabalho.

3.4.1 Decomposicao de dominio de Schwarz

A técnica de decomposicdo de dominio de Schwarz foi descrita pela primeira vez em
1870 por Hermann Schwarz como uma estratégia para a solucdo PDEs baseada na politica de
dividir para conquistar Saad (2003). Sendo 2 o dominio original deseja-se resolver o problema
sobre um conjunto de n subdominios §2; menores e sobrespostos, como mostra a figura 19.

Figura 19 — Exemplo de decomposi¢ao de Schwarz

Fonte: Elaborada pelo autor

Originalmente o método foi concebido em sua forma sequencial, o denominado método
alternado (ou multiplicativo) de Schwarz, o qual consiste na alternancia de solugéo entre os
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subdominios e na atualizagao das fronteitas I" apds cada iteracdo. Como pode ser visto na
figura 19, a fronteira I's; € interior ao dominio ©2; e é uma borda “artificial” de Q9. Ao se iterar
sobre o subdominio 2; os valores dessa fronteira sdo atualizados e utilizados como condi¢oes
de contorno de Dirichlet em 25 (DOLEAN; JOLIVET, 2016; SAAD, 2003). O algoritmo 7 ilustra
0 processo de solugdo de um PVC pelo método multiplicativo de Schwarz.

Algoritmo 7 Algoritmo do método alternado de Schwarz (DOLEAN; JOLIVET, 2016)

w
>
g
<.
+ .
=
=
[\
|
~

em
4 w2 = em 01 \I' 2
5: W2 = 7 em o
6: —AWt = f em Qo
7: Wt = () em 6QQ\F21
8: Wit = i t1/2 em T
9: end for

A versao paralela desta técnica é apresentada no algoritmo 8 e é denominada método
de Jacobi-Schwarz (JSM) ou método Aditivo Restrito de Schwarz (RAS). Ela consiste na uti-
lizagdo de solugdes locais u; ao invés de uma solugao global u, de forma que as iteragdes
possam ocorrer simultaneamente sem que haja sobreposicao de dados (DOLEAN; JOLIVET,
2016; SAAD, 2003).

Algoritmo 8 Algoritmo do método aditivo restrito de Schwarz (DOLEAN; JOLIVET, 2016)

1:ul=0

2: forj=1,2...do

3 —Au]T = em Q4

4: u{“ =1 em 01 \I' 2
5: u{“ =’ em 1o

6: fAujQH =f em

7: u%'H = V9 em 8QQ\I‘21
8: U%H =l em I'yq

9:

Em ambos os casos, se em uma dada iteracdo os valores das regides sobrespostas
sao iguais, ou a distancia entre eles € menor que uma certa tolerancia tem-se a convergéncia
do método.

3.4.2 Solucao elemento a elemento

Esta forma de solugdo consiste em resolver um sistema de elementos finitos sem mon-
tar a matriz de coeficientes global, o que Saad (2003) chama de “FEM desmontado” (Unas-
sembled FEM). Assim sendo, as operacbdes do solucionador sdo decompostas e aplicadas
sobre as matrizes de massa (matrizes dos elementos) ao invés da matriz global (KISS et al.,
2012).

Os objetivos originais desta estratégia eram principalmente reduzir a quantidade de
dados armazenados e de operagoes aritméticas (LEVIT, 1987) bem como tirar proveito do
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paralelismo dos computadores vetoriais, quando associada a coloracdo da malha (separacao
de elementos vizinhos) (CAREY et al., 1988; WATHEN, 1989; DAYDE; LEXCELLENT; GOULD,
1995). Com a popularizagdo das GPGPU, as representantes mais atuais de processadores
SIMD, houve uma retomada no interesse por solucionadores EBE (KISS et al., 2012; WU et al.,
2015; YAN et al., 2017) a fim de se explorar o paralelismo disponivel nessas novas arquiteturas
para solucéao do FEM.

Na técnica EBE cada operacao do tipo matriz-vetor presente no algoritmo 6 pode ser
realizada em termos das matrizes A® e M® dos elementos. Os vetores de cada operacao
sao obtidos por meio de uma funcdo gather que busca os valores nos vetores globais € os
resultados sédo salvos de volta por uma funcao scatter, como mostra a figura 20.

Figura 20 — Mapeamento da operacao realizada sobre a matriz de um elemento

a : 1 1 1 i a+v
b a i K Ky Ky ali bty
gather operagio ! _ 1 1 1 i scatter 2
o — b =5 aVer T Ky Ky Ky b : c
d 1® vy k| La)
d 3 K3, n K 5 d+vs

Fonte: Elaborada pelo autor

De acordo com Saad (2003) além da associagcao com métodos de Krylov a técnica EBE
pode ser aplicada a métodos diretos, como por exemplo o multifrontal, no qual a eliminacao
gaussiana pode ser feita em poucos elementos por vez. Uma das dificuldades de se utilizar o
método EBE é que a maioria dos precondicionadores pressupdem uma matriz de coeficientes
global (KISS et al., 2012). No entanto, algumas alternativas de precondicionamento para o
FEM desmontado podem ser encontradas em Dayde, LExcellent e Gould (1995), Wu et al.
(2015), Yan et al. (2017).

Enquanto a decomposigado de Schwarz divide um problema em um conjunto de sub-
problemas completos e independentes (granulagéo grossa), o método EBE com coloragéo
atua sobre algumas operacdes paralelizaveis (granulacao fina) de um Unico grande problema.
Dessa forma, estas estratégias podem ser associadas a fim de se tirar proveito dos diferentes
niveis de paralelismo em maquinas MIMD e SIMD.
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4 Materiais e métodos

“Quem decidir se colocar como juiz da verdade e do conhecimento
€ naufragado pela gargalhada dos deuses’.
Albert Einstein

O conjunto de materiais e métodos deste trabalho esta dividido nas etapas de vali-
dacao do problema, aplicagdo das estratégias e aplicacdo de otimizagées. Na primeira sao
apresentados os recursos utilizados para modelar o PVC e para verificar a viabilidade de
solucdo por coloragdo em um ambiente multiprocessado. Na segunda sédo apresentadas as
decisOes corretivas utilizadas para melhorar os resultados da primeira etapa. A Ultima secao
consiste na exploragéo do paralelismo em nivel de dados e de instrugdo bem como no uso de
precondicionamento.

4.1 Validagao do problema

O ambiente de desenvolvimento MATLAB® foi adotado para a realizacéo da etapa
de validagdo. A motivagdo dessa escolha se deu pela facilidade da manipulagdo de matrizes
oferecida pelo ambiente e pela existéncia de ferramentas dedicadas a solugdo de PVCs (Par-
tial Differential Equations Toolbox - PDETool) e a programacao paralela (Parallel Computing
Toolbox - ParTool). A figura 21 mostra o fluxograma das atividades da primeira etapa.

4.1.1 Especificacdo do problema

O problema benchmark utilizado neste trabalho é o exemplo 10.4 do livro Andlise de
Circuitos de Boylestad (2011) e é ilustrado na figura 22(a). O capacitor € composto de duas
placas quadradas paralelas com lado de 2 polegadas (5,08cm) sendo a distancia entre elas
igual 3—12 polegadas (0,0794cm). O problema informa que a diferenga de potencial entre as
placas é de 48V, dessa forma foi assumido que uma das placas possui 48V e que a outra esta
aterrada. A distribuicao do campo elétrico é calculada entre as placas e no espago ao redor.
para isso é considerada uma regido quadrada de 16¢m de lado como mostra o esquema na
figura 22(b). Também foi considerado que a espessura de cada placa é a metade da largura
da regido entre elas, ou seja, 6%1 polegadas (0,0397cm).

A fim de se obter um parédmetro da corretude dos resultados calculados, foi feita a
simulagao do problema na PDETool. Por meio dessa ferramenta é possivel via programagao ou
interface grafica definir a equacgao diferencial que rege o problema, sua a geometria, condi¢coes
de contorno, a malha e a forma de exibicao dos resultados. As figuras 22(c) e 22(d) mostram
a geometria e a malha inicial modeladas na PDETool.
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Figura 21 — Fluxo de trabalho para a validagéo da estratégia de paralelizagao do EBE-CG com
coloragao

Exemplo Boylestad 10.4

Y
[ Modelagem e solugdo com PDETOOL ]

\ 4
[ Implementacdo do FEM (SADIKU) ]

Y
[Solugéo com CG (BARRETT)]

Y
[ Adapatacgéo do CG para J

EBE-CG

Y
[ Coloracdo da malha e solugéao J

com PARFOR

Resultados da etapa de validagao

Fonte: Elaborada pelo autor

4.1.2 Solucédo do PVC na PDETool

Inicialmente sdo definidas a geometria e a malha e em seguida sao feitas as atribuicées
das condi¢cdes de contorno de Dirichlet nas 4 bordas da sec&o transversal de cada placa.
Foram atribuidos 48V a placa da esquerda e 0V a placa da direita. Para se definir a EDP do
problema é necessario atribuir valores aos coeficientes da formula geral das EDPs elipticas,
mostrada na equagéo 4.1.

-V - (cVu)+au=f (4.1)

Na equacao de Laplace, que modela a distribuicao do potencial elétrico como apresen-
tado na segéo 1.2, apenas o coeficiente ¢ é igual a 1 e os demais iguais a zero. Estabelecidos
estes valores a PDETool resolve o PVC e apresenta graficamente os resultados, como pode
ser visto nas figuras 23(a) e 23(b). A solugao obtida é utilizada para avaliar, por meio do célculo
da norma do maximo (norma infinito), a corretude dos algoritmos implementados.

4.1.3 Implementacdo do FEM

ApGs a obtengao dos valores de referéncia foi realizada a implementagao do método
dos elementos finitos em duas dimensdes, conforme o apresentado no apéndice A. A fim
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Figura 22 — Geometria do capacitor de placas paralelas
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 23 — Solugao do PVC com a PDETool

(a) Distribuicdo do potencial em Volts
e fluxo do campo elétrico em
Volts/centimetro  (vetores  normali-
zados)

(b) Distribuicao do potencial entre as placas
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Fonte: Elaborada pelo autor
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de nao tirar proveito das funcdes do MATLAB®de forma a manter a portabilidade da solucao
implementada e a facilidade de transcrevé-la para outras linguagens, foram utilizadas nos algo-
ritmos deste trabalho apenas as fungcées da PDETool relativas a geometria, geracao da malha
e exibicado dos resultados. No algoritomo 9 as palavras grafadas em itélico sao variaveis, as
fungbes em negrito fazem parte do MATLAB®e as fungdes descritas nas linhas de 9 a 12 séo
implementadas neste trabalho e detalhadas na subsecao 3.2.4. A tabela 5 contém a descricao
de cada uma.

Algoritmo 9 Pseudocédigo do FEM

load(dadosGeometria);

load(coordRe ferencia);
load(dadosContorno);

g = decsg(dadosGeometria);

m = createpde(1);
geometryFromEdges(m,g);
generateMesh(m, 'Hmax’,val Hmazx);
(nos,tri) = meshToPet(m.Mesh);

C = geraMatElementares(nos, tri);

G = geraMatGlobal(C, tri);

: (A, b) = atribuiContorno(G, dadosContorno);
. sol = resolveSistLinear(A,b);

: pdeplot(m,...);

@ N hR N2

_. a A a

A fungéo resolveSistLinear € 0 ponto central deste trabalho, uma vez que a analise
¢é feita sobre o desempenho das implementagdes durante solucdo do sistema de equacdes
originado do FEM. Foram utilizados dois solucionadores a fim de se verificar a performance,
sendo o primeiro o0 solver assempde da PDETool e 0 segundo a implementagdo do método dos
gradientes conjugados proposta por Barrett et al. (1995).

A solugéo por meio de fungdes do MATLAB®é otimizada pela analise da estrutura do
sistema, utilizando diferentes algoritmos para cada caso, de forma a tirar proveito de caracteris-
ticas como simetria e esparsidade (MATHWORKS, 2017a). Especificamente para o problema
deste trabalho, cuja matriz € SPD, o m1divide adota a fatoragdo de Cholesky ou a LDL. Para
sistemas esparsos, assimétricos e mal condicionados o MATLAB®recorre ao método muilti-
frontal (SUITESPARSE, 2017).

A motivacao para o uso do CG implementado por Barrett et al. (1995) esté no fato de
que este algoritmo é citado em diferentes trabalhos da revisao bibliografica, como em Kiss et
al. (2012), Dolwithayakul, Chantrapornchai e Chumchob (2012), Yang, Liu e Chen (2016). Além
de um completo survey de métodos numéricos para a solugao de sistemas lineares, os autores
disponibilizam as implementacées na linguagem do MATLAB®e em C++. O pseudocddigo 10
apresenta a implementacao do CG disponibilizada por Barrett et al. (1995). Este pseudocdédigo
€ mais préximo do codigo de linguagem de programagdo enquanto a do algoritmo 6 € mais
proxima da formulagao matematica.
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Fungéo Descricao

load Carrega para o workspace as variaveis salvas em arquivos.

decsg Cria a geometria do problema por meio da associagao de
regides primitivas. O espaco de analise do capacitor de pla-
cas paralelas, por exemplo € composto por 2 retdngulos e
1 quadrado.

createpde Instancia um modelo de PDE contendo n equacées.

geometryFromEdges | Vincula a geometria originada da fun¢do decsg ao modelo
de PDE gerado por createpde.

generateMesh Cria uma malha sobre a geometria do modelo de PDE. Pa-
rametros adicionais podem ser incluidos para modificar a
qualidade malha ou a ordem dos elementos (ver 3.2.4.2).
O parametro Hmax determina o tamanho maximo das ares-
tas dos elementos.

meshToPet Obtém as matrizes de pontos, arestas e tridngulos, as

quais serao utilizadas na geracado das matrizes elementa-
res e da matriz global.

geraMatElementares

A partir dos dados da triangulagdo da malha, gera a matriz
de cada elemento por meio das funcdes de aproximacéao e
interpolagéo.

geraMatGlobal

Realiza a agregac&o ou 0 mapeamento das matrizes ele-
mentares no sistema global. A matriz resultante é esparsa
e sua ordem corresponde ao numero de nés da malha.

atribuiContorno

Atribui os m valores de contorno pré-estabelecidos e com
isso realiza a reducéo dos sistema em m ordens, fazendo
com que deixe de ser homogéneo.

resolveSistLinear

Consiste na aplicagdo de métodos numéricos para a solu-
céo eficiente de sistemas lineares esparsos.

pdePlot

Funcao utilizada para a exibicdo da malha e dos resultados.
Conforme os parametros adicionais, sao plotados graficos
tridimensionais, campos vetoriais e linhas de campo.

Tabela 5 — Descrigao das fungdes utilizadas no algoritmo do FEM

Implementagcéo do EBE-FEM

A implementacao do EBE-FEM consiste basicamente em antecipar a solu¢ao do sis-

tema de equacgdes, passando da geracdo das matrizes dos elementos diretamente para a
atribuicao das condicdes de contorno e solucao do sistema, sem que seja necessaria a mon-
tagem da matriz global de coeficientes. Para realizar esta mudancga de rota na solugdo do
problema é preciso modificar tanto o algoritmo quanto a estrutura de dados utilizados.

4.1.41 Atribuicdo das condicdes de contorno

A adaptacio do bloco referente a atribuicao das condi¢cdes de contorno (linha 11 do
algoritmo 9) é baseada na estratégia proposta por Xu, Yin e Mao (2005) a qual consiste na
criacao de vetores b ou rhs (right hand side) para cada elemento. Assim sendo, ao invés de
se atribuir os valores de contorno as células do vetor rhs global, que correspondem a cada
né da malha, a atribuicao é feita nos vetores b® de cada elemento. Por exemplo, se um né
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Algoritmo 10 Pseudocdodigo do CG (BARRETT et al., 1995)
1: o = {0}
2: rg=b— Axg

3: fori=1,2...do

4: z;_1 = resolve(M, r;_1)
5: pi—1=Ti—1” zi_1

6: ifi =1 then

7 D1 = 20

8: else

o: Bi—1=pi-1/ pi—2
10: Pi = Zi—1 + Bi—1pi-1
11: end if
122 g =Ap;
13 ;= pi-1/pig;
14: Ti=Ti—1+ o;p;
15: TP =Tio1 " 0Gg;
16: if converge(r,tol) then
17: break
18: end if
19: end for

compartilhado por 2 elementos possui valor de contorno igual a 10, a atribuicao é feita como
uma média no b¢ de cada um dos 2 elementos. Assim sendo, cada vetor recebe o valor de
contorno igual a 5. A figura 24 contém o esquema que ilustra este exemplo. Yan et al. (2017)
e Wu et al. (2015) propde uma abordagem similar baseada ndo no niumero de conexdes do
nd, mas na média ponderada do valor de contorno original pelos coeficientes das matrizes dos
elementos.

Figura 24 — Esquema da aplicacdo das condi¢des de contorno de um elemento

A App Az | | X1 0
Aop Ay Az [AX2 =4 0 ¢
Az Aszp Az | | X3 0

x =10
A 0 A | [x —x, A1)
AeXe; =be, =1 o 1 o [{x, b= 10m,
ne =2 As;1 0 Asz | |x3 —X2A32_J

Fonte: Elaborada pelo autor

4.1.4.2 Adaptacdo do CG

De posse das matrizes e vetores dos elementos com as condi¢cdes de contorno atri-
buidas, é feita a adaptagéo no algoritmo do CG a fim de que os célculos envolvendo matrizes
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sejam feitos elemento a elemento. As operacdes entre vetores ou entre vetores e escalares
sao mantidas sem alteracao visto que ja sdo naturalmente paralelizaveis. As adaptacoes con-
sistem basicamente em percorrer os N elementos realizando operag¢des de gather para buscar
os dados dos nds de um elemento e em seguida, realizar operacgdes de scatter para distribuir
os resultados nos vetores globais. As linhas 2, 4 e 12 do algoritmo 10 possuem operac¢oes
matriciais e sdo modificadas conforme apresentado nos pseudocddigos 11, 12 e 13.

Algoritmo 11 Adaptacao da declaracdo ro = b — Axg

1: b= {0}

2: forj=1,2...|tri| do > ltera de 1 a quantidade triangulos na malha
3: map = tri(j) > Obtém os nés globais do triangulo de numero j
4: gat = b(map) > Operagao de gather
5: b(map) = gat + be(j) > Operacéo de scatter
6: end for

7:rog=0b

Algoritmo 12 Adaptacao da declaracao z; 1 = resolve(M, r;_1)

z={0}

: forj=1,2...|tri| do

map = tri(j)

M, = precond(A.(j))

z(map) = z(map) + M.r(map) > gather-scatter
: end for

VAR S

Algoritmo 13 Adaptacado da declaracao ¢; = Ap;

1: ¢={0}

2: forj=1,2...|tri| do

3 map = tri(j)

4. q(map) = q(map) + Ac(j)q(map) > gather-scatter
5: end for

4.1.5 Coloracao da malha

A coloragé@o da malha possibilita que os trechos do CG descritos nos algoritmos 11,
12 e 13 sejam paralelizados (WATHEN, 1989; KISS et al., 2012). Assim como o processo de
exclusdo mutua, a coloragdo é uma estratégia adotada para evitar condigdes de corrida, as
quais configuram um estado inconsistente dos dados causado por transagdes nao atémicas.
Desta forma, se por exemplo dois processos ou threads alteram ao mesmo tempo um dado
em memdéria compartilhada, nao se pode prever o valor final deste dado.

Para a paralelizagdo do EBE-FEM, a coloracdo deve acontecer de tal forma que ele-
mentos que compartilhem um mesmo n6 possuam cores distintas. Uma caracteristica deseja-
vel num algoritmo otimizado para o EBE-FEM ¢ que além de uma quantidade minima de cores,
deve haver equalizagdo na quantidade de elementos que pertencem a cada cor. Por exemplo,
numa malha de 1000 elementos pode ser preferivel se utilizar 10 cores com 100 elementos de
cada cor, ao invés de 6 cores com uma distribuicdo desequilibrada de elementos, como por
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exemplo {500 50 200 150 10 90}. A figura 25 mostra um zoom na coloragdo da malha no topo
entre as duas placas.

Figura 25 — Exemplo de coloracdo da malha
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Fonte: Elaborada pelo autor

Apos ser feita a coloracao, o processamento pode ocorrer de tal forma que elementos
da mesma cor seja executados simultaneamente e elementos de cores distintas sequencial-
mente. Como elementos de uma determinada cor ndo possuem vértices em comum, nao ha
possibilidade de acontecer condigao de corrida durante o acesso as variaveis globais z, r, g €
d dos algoritmos 14, 15 e 16. A estrutura de dados cores contém as informagdes dos nés e
elementos pertencentes a cada cor.

Algoritmo 14 Aplicacdo da coloragdo no algoritmo 11

1: b={0}
2: forc =1,2...|cores| do > ltera de 1 a quantidade cores da coloragéo
3 triCor = cores(c) > Obtém os tridngulos da cor ¢
4. forj=1_2..|triCor| do > Itera de 1 a quantidade tridngulos da cor ¢
5: idG = triCor(j) > Obtém o identificador do triangulo na malha
6: map = tri(idQ) > Obtém os nés globais do triangulo de nimero idG
7: b(map) = b(map) + b.(idG)
8: end for
9: end for

10: rg=b

4.1.6 Paralelizagao do algoritmo

A ParTool, utilizada para a paralelizacéo do algoritmo no MATLAB®, disponibiliza uma
APl de alto nivel para a programagao paralela em plataformas multicore, GPUs, clusters, grids
e cloud (MATHWORKS, 2017c). Com esta ferramenta, a paralelizagao é feita por meio de
workers ao invés de threads a fim de manter a portabilidade do algoritmo. Cada worker é um
processo que trabalha em fungdo do processo principal (client), o qual coordena a divisdo
de tarefas num modelo mestre-escravo. Quando necessaria, a comunicacao entre os workers
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Algoritmo 15 Aplicacdo da coloragdo no algoritmo 12
1: z={0}
2: forc=1,2...|cores| do
3 triCor = cores(c)
4 forj=1,2...]triCor| do
5 idG = triCor(j)
6: map = tri(idQ)
7
8
9
10:

M, = precond(A.(idG))
z(map) = z(map) + Mcr(map)
end for
end for

Algoritmo 16 Aplicacao da coloracao no algoritmo 13
1: ¢ ={0}

2: forc =1,2...|cores| do

3 triCor = cores(c)

4 forj=12..|triCor| do

5: idG = triCor(j)

6

7

8

9:

map = tri(idG)
q(map) = q(map) + A.(idG)g(map)
end for
end for

é feita por meio de troca de mensagens (MPI) . A tabela 6 contém a descricdo das fungoes
utilizadas da ParTool.

O bloco parfor atua de forma similar as fungdes SIMD, tirando proveito do paralelismo
em nivel de dados presente em loops. Mesmo com a coloragcado da malha, a APl ndo permite
que sejam realizadas indexac6es indiretas (operacdes gather), como ocorre nos algoritmos
de 14 a 16. A fim de contornar este problema foi realizada uma modificacdo na estrutura de
dados, de forma que o objeto retornado da coloracdo possua, para cada cor, as matrizes
e o vetor rhs de seus elementos, ao invés de apenas os seus identificadores. Essa alteracao
elimina a necessidade de operacdes de gather e scatter na parte paralela do /loop. O algoritmo
17 mostra a aplicagcdo do parfor no pseudocodigo 15. A mesma adaptagao é feita para os
algoritmos 14 e 16.

Como pode ser visto no capitulo de resultados, o processo de paraleliza¢ao via parfor
apresentou uma performance pior que sua versao sequencial, provavelmente devido ao custo
de se trabalhar com processos (workers) ao invés de threads e a granulagao fina da parale-
lizagdo via coloragdo. Na segao seguinte sao apresentadas estratégias para contornar estes
possiveis gargalos.

4.2 Aplicacao de estratégias

Tendo em mente os resultados da etapa anterior e as caracteristicas do ambiente de
execugao (processador multicore), sdo adotadas as estratégias a seguir, as quais sado esque-
matizadas na figura 26.
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Funcao

Descricao

gcp

Get current parallel pool retorna as informacdes sobre os
workers ativos.

parpool

Cria uma nova parallel pool, ou seja, um conjunto de wor-
kers e 0s demais processos necessarios para o funciona-
mento da foolbox.

parfor

Executa as iteracdes de um loop em workers. Para que isso
seja possivel as iteragdes devem ser independentes entre
si e as estruturas de dados (colec¢des) utilizadas devem ter
a caracteristica de serem “fatiadas”. Por exemplo, uma ma-
triz bidimensional pode ser fatiada de 2 formas, pelas linhas
ou pelas colunas.

spmd

A funcéo single program, multiple data executa 0 mesmo
codigo em diferentes workers, sendo que cada um opera
em uma parte da colecao de dados original. Diferente do
parfor, pode-se paralelizar um algoritmo inteiro por este
método (granulacdo grossa), sendo também possivel a co-
municagao entre workers.

codistributed

Cria uma colecao de dados que € distribuida entre os wor-
kers.

getLocalPart

Obtém os dados de uma determinada partigdo de uma co-
lecao distribuida.

codistributor

Funcdo que realiza a distribuicdo de uma colecéo. Dife-
rente da distribuicao limitada que ocorre no parfor (fatias),
essa fungao possibilita que a distribuicdo seja feita de dife-
rentes formas em um conjunto de dados.

gather

Funcdo que realiza a agregagdo de uma colegao distri-
buida.

drange

Executa um loop entre as particdes de uma colecao. Este
bloco de cédigo faz com que os workers trabalhem simul-
taneamente em cada distribuicdo da colecdo, mas impede
a comunicacao entre eles.

Tabela 6 — Descricao das fungdes utilizadas na paralelizacdo do EbE-FEM

1. Paralelizagao com granulagao mais grossa (decomposi¢ao de dominio) de forma a tirar

proveito da complexidade de operacdes disponiveis em cada ndcleo;

2. Uso de threads ao invés de processos para reduzir a sobrecarga de troca de contexto e

concorréncia por recursos.

4.2.1 Troca de parfor por spmd

Como sugere Saad (2003), a paralelizacdo de um algoritmo iterativo pode ser feita de
duas formas principais, por meio da paralelizagdo de operag¢des do algoritmo, ou por meio de
reestruturacao e divisdo do problema. Dos algoritmos da PDETool o parfor é o representante
da primeira categoria e 0 spmd da segunda. Enquanto no primeiro a forma sequencial do pro-
blema é mantida, no segundo é necessaria a decomposicao do problema e a comunicacao

entre as partes.
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Algoritmo 17 Aplicacao do parfor no algoritmo 15

1: for c =1,2...|cores| do > ltera de 1 a quantidade cores da coloragéo
2: matElCor = cores(c).matFEl > Obtém as matrizes dos elementos da cor ¢
3 rhsCor = cores(c).rhs > Obtém os vetores rhs da cor ¢
4: R = reshape(r(rhsCor),3,[]) > gather formando uma matriz de 3 x |matEICor|
5: PARFOR > Inicio da paralelizagao
6 forj=1,2...|cores(c)| do > ltera de 1 a quantidade de elementos da cor ¢
7 M, = precond(matEICor(j))

8 Z(:) = McR(j)

9:  end for
10: END PARFOR
11: z(rhsCor) = z(rhsCor) + reshape(Z,1,[]) > gather- scatter
12: end for

Figura 26 — Aplicagéo das novas estratégias de paralelizagédo do EBE-CG

Resultados da etapa de Validacao

A A
P
Decomposicao do dominio e solugéo}

com SPMD no Matlab Geracdo e armazenamento em
arquivo da topologia da malha
(.ele), das matrizes/vetores de

elementos (.mass e .rhs) e da

Resultados da etapa de colorag@o (.cores)
aplicacao de estratégias

.

A

Y

Paralelizagdo multithreading por
coloracéo e por decomposicdo de

dominio

Implementacdo em C++
(EBE-CQ)

Fonte: Elaborada pelo autor

No spmd cada worker recebe uma cépia do algoritmo e uma parcela dos dados. O
namero de particdes é restrito visto que a quantidade de workers é limitada ao numero de
nucleos fisicos do processador, caso contrario haveria um overhead de troca de contexto. A
decomposicao de dominio de Schwarz, aplicada com sucesso nos trabalhos de Galante (2004)
e de PALIN (2007) foi adotada para a distribuicdo dos dados entre os processos. Embora exis-
tam ferramentas adequadas para o particionamento de malha, tais como METIS (KARYPIS;
KUMAR, 1998) e SCOTCH (CHEVALIER; PELLEGRINI, 2008), optou-se por utilizar o parti-
cionamento cartesiano em faixas horizontais (e/ou verticais), como pode ser visto na figura
27. Esta escolha se deu pela simplicidade do dominio a ser decomposto e pelo fato de as
ferramentas mais comumente utilizadas nao fornecerem o particionamento com sobreposicéo,
sendo necessario um tratamento pos-particdo em cada subdominio. Para a obtencao das re-
gibes em faixas, sdo especificados os limites maximos das fronteiras I' e em seguida é feita a
separacéo dos elementos, de acordo com a localizagéo do seu centro de massa. E importante
ressaltar que embora esta estratégia de particionamento forneca um bom balanceamento de
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carga, a quantidade de elementos em cada subdominio nao é exatamente igual, uma vez que
a malha néo é estruturada.
Figura 27 — Exemplo de decomposi¢do de Schwarz em faixas horizontais. Se a coordenada

y do centro de massa de um elemento for menor que 8 ele pertence a ,, se for
maior que 10, pertence a §2,. Se estiver entre 8 e 10 pertence a ambos (regidao

sobreposta)
Q, 9]
I
9 -+ iZCm
1—‘ZI
Q Q

Fonte: Elaborada pelo autor

O algoritmo 18 contém uma abstracao da decomposigao e distribuigdo dos dominios
entre os workers bem como da comunicagao entre os nés de fronteira. Este codigo € executado
paralelamente por 2 ou mais workers.

Algoritmo 18 Esquema da decomposi¢cao do dominio com JSM, spmd e codistributor

SPMD > Inicio da paralelizagao
codDados = codistributor(formaDist) > Inicio da configuracao de distribuicao
dadosDist = codistributed(dadosGlobais, cod Dados)
Part = getLocal Part(dadosDist, idW orker)
fori=1,2..numlterSchwarz do

Part = cg(Part.A, Part.b, ...)

[frontAtual, frontNova] = getFronteira(Part, ...)

if dist(frontAtual, frontNova) < TOL then

retorno

end if

[Part.A, matPart.b] = atribuiContorno(Part, frontNova, ...)
: end for
: END SPMD
: sol = gather(Part.x)

N kRN 2

—_ a A A a

4.2.2 Troca de workers por threads

Além do aumento da granulacdo na paralelizacao do CG por meio do bloco spmd ,
é realizada uma implementacao em C++ a fim de se verificar o comportamento do sistema
com o uso de threads. De acordo com Hennessy e Patterson (2011), a programac¢ao mul-
tithreading possibilita a troca de contexto praticamente instantanea, enquanto a alternancia
entre processos pode requerer de centenas a milhares de ciclos de clock. Essa caracteristica
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possibilita além do paralelismo real, a concorréncia entre as threads (existéncia de mais de
uma thread por nucleo fisico), o que pode ser utilizado para ocultar a laténcias de acesso a
memoria em alguns casos. Foram realizadas 3 implementagdes na linguagem C++, sendo a
primeira sequencial, a segunda com coloragéo e a terceira com decomposi¢édo de dominio de
Jacobi-Schwarz (JSM).

4.2.2.1 EBE-CG sequencial em C++

O primeiro passo para realizar a implementacdo do EBE-CG fora do ambiente do
MATLAB® consiste na geracdo dos arquivos de texto contendo os dados do FEM e da to-
pologia da malha. Para o algoritmo sequencial sdo necessarias apenas os dados relativos as
matrizes dos elementos K¢, o vetor b° de cada elemento e a relagdo dos tridangulos da malha.
A fim de favorecer o principio da localidade, como apresentado na secdo 3.1.3.3, os dados sédo
estruturados conforme a figura 28 e sdo armazenados linearmente, no sentido das linhas.

Figura 28 — Estruturas de dados para a implementagao do EBE-CG sequencial. Os dados das
matrizes dos elementos sdo armazenados em um arquivo com extensio .mass,
os vetores rhs em um arquivo .rhs e 0s pontos que compdem cada triangulo séo
armazenados em um arquivo .ele.

K/ K, Kj b} Pa Pvo  Pc | #tri
Ky, K, Kji| [bl | |Pp P Pa|#iri?

5 KE| [©2 | |Px Py Pz |#ri

K121 K2
K221 K222 K223 b% — —
K Kj K| | B3 N'x3
N N N
K Ky Kj bIl\I
N N N BN
1 2 8 2

Kii Ky Kg| | b
\_/\\/‘\

[3xN] x 3 [3xN] x 1

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2.2.2 EBE-CG com coloragao

O processo de coloragédo consiste na reordenacao das estruturas de dados com ex-
tensdo .mass e .rhs (ver figuras 26 e 28) de forma que os dados referentes a elementos da
mesma cor estejam armazenados de forma contigua. Para a identificagdo do limite de cada
cor, foi criada uma estrutura de dados adicional (.cores) que contém um vetor com a quan-
tidade de elementos de cada cor. Tais modificagdes sdo esquematizadas na figura 29. Em
cada iteracdao do CG as matrizes dos elementos de uma determinada cor sao divididas entre
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uma quantidade N de threads e assim executadas paralelamente. O valor de N geralmente é
um multiplo do niumero de ndcleos fisicos n, como por exemplo 2n ou 3n. As threads em “ex-
cesso” podem ser executadas paralelamente em arquiteturas com SMT (Intel Hyperthreading,

por exemplo) ou concorrentemente em pipelines simples.

Figura 29 — Estruturas de dados para a implementacido do EBE-CG com coloragcao

- Mass .ths .ele .cores

Ki, K, Kj bi Pa  Po P | #tri! a | #qtd.el.cor!
K, K, Ky b} : : : : B | #qtd.el. cor?
Ky, K, Kj bl | [P P Pa| it | :

) ) ) ) . Ncores x 1
K K Kj bf P Pm Pn |#tri%P

1 » K5 by Cd :

K3 n o K b¢ | |Px Py P | #rid

: : : : —

a+f o+ o+ o+ N % 3

Ky K K3 b, X

a+f o+ a+p ba+[3

1 2 3 2

o+Hp o+ o+ a+p

K3 2 3 by

KN kKN KN b

11 12 13 1

N N N N

1 K> 3 b,

N N N N

K3 K3 K3 b;
\/\ " Y

[3xN] x 3 [3xN] x 1

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2.2.3 EBE-CG com decomposi¢dao de dominio

Uma vez que a decomposigdo de dominio possibilita a separagdo de um problema
em k subproblemas que podem ser executados paralelamente, as estruturas de dados séo as
mesmas do algoritmo sequencial: um arquivo .mass, um .rhs € um .ele para cada subdomi-
nio. Adicionalmente, deve-se manter um aquivo .map com a relacdo entre os identificadores
dos elementos em cada submalha e os da malha original, apenas para a montagem do resul-
tado global ap6s o processamento. Para facilitar a comunicagéao entre os subdominios, os nos
das fronteiras I sdo numerados primeiro. Assim sendo, no exemplo da figura 30, os n6s de 'y
sao numerados em cada subdominio, em seguida os nés de I';; em cada sobdominio, e por
fim, os n6s ndo comuns de cada um.

Assim como apresentado nos algoritmos 8 e 18, em cada iteracdo do método de
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Figura 30 — Divisédo dos dominios e comunicagao entre os nés de fronteira

7 8 9
Q
T 1 2 3 11 2 3
Iy 4 5 6 |4 5 6
Q
7 8 9

Fonte: Elaborada pelo autor

Jacobi-Schwarz sdo executados os passos de: solugdo do sistema, comunicacédo das fron-
teiras, checagem de convergéncia e atribuicao das condigdes de contorno. Na implementacao
realizada, cada thread salva o valor de sua fronteira interna em um buffer para que seja lido
por outra thread. Cada fronteira possui 0 seu respectivo buffer e cada buffer pode ser escrito
por uma thread e lido por outra. Assim sendo, a sincronizagao € feita apenas entre pares de
threads, possibilitando que as demais continuem sua execucgao.

4.3 Otimizacoes

Uma vez obtidos os resultados do aumento da granulosidade do problema por meio
da decomposicao de dominio de Jacobi-Schwarz e a troca de uma solugdo multiprocessos
por uma multithread pode-se melhorar o0 desempenho em termos do tempo de execugao e
consumo de poténcia por meio da exploracdo de outros niveis de paralelismo ou por meio da
aceleragao da convergéncia com precondicionadores.

4.3.1 Paralelismo em nivel de dados

Ao se trabalhar com dados estruturados é possivel se obter vantagem tanto em termos
de paralelismo quanto de termos de cache, de forma que o cddigo deve ser produzido tendo
em mente ndo apenas a arquitetura do processador, mas também a hierarquia de membéria.
Para tirar proveito do paralelismo em si, sdo empregadas no algoritmo do CG as instrugdes
multimidia dos conjuntos sse e avx por meio das bibliotecas emmintrin € immintrin da Intel
e ¢ feita a eliminagéo das dependéncias transportadas por loop. Para aproveitar o principio
de localidade espacial e temporal da memdria sdo adotadas as técnicas de strip-mining €
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reducao de stride. Maiores detalhes dessas estratégias sao apresentados nas sec¢oes 3.1.3.3
e 3.1.3.1.

4.3.2 Paralelismo em nivel de instrucao

Como foi apresentado na secao 3.1.1 o ILP pode ser explorado principalmente por
meio de flags de compilacéo, desdobramento de loop e eliminacao de dependéncias de nome.
Sao aplicadas sobre a solugéo encontrada as duas ultimas estratégias, uma vez que estas séo
independentes da linguagem e do compilador e portanto, portaveis para outras linguagens.

4.3.3 Precondicionamento

A ultima forma de redugédo do tempo de execugao nao tem a ver com a arquitetura
do processador ou com a hierarquia de meméria, mas sim com a natureza do problema mo-
delado ou até mesmo com a forma de aquisi¢do dos dados (inclusdo de ruidos). Embora
existam muitos tipos de precondicionadores, conforme apresentado na secao 3.4, a maioria
deles pressupde que o sistema esteja montado (KISS et al., 2012) em sua forma global, o
que ndo acontece quando se trabalha com EBE-FEM. A fim de se ter uma no¢ao do efeito do
precondicionamento na convergéncia € aplicado no algoritmo final o precondicionador de Ja-
cobi. Um eficiente precondicionador (também chamado de EBE) para sistemas desmontados
foi introduzido por (HUGHES; LEVIT; WINGET, 1983) e é detalhado nos trabalhos de Dayde,
LExcellent e Gould (1995), Carey et al. (1988) e Levit (1987).
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5 Conclusao

“Inteligéncia é a habilidade de evitar fazer o trabalho,
e mesmo assim conseguir ter o trabalho realizado”.
Linus Torvalds

Neste capitulo sdo apresentados os resultados das implementcdes, as limitacdes en-
contradas e as possibilidades de trabalhos futuros. Convém neste ponto retomar o objetivo
geral, que consiste na investigacao e implementacdo de uma solugao paralela pelo Método
dos Elementos Finitos (FEM) de um problema de valor de contorno (PVC). Visando atingir
este objetivo em um ambiente multicore, parte-se do trabalho de Kiss et al. (2012) o qual con-
siste em uma modificagdo do método EBE-BiCGStab de forma que as matrizes dos elementos
nunca sao armazenadas, mas recalculadas a cada iteracdo. Esta solucdo se mostrou mais efi-
ciente que o EBE-BiCGStab tradicional para o processamento em GPU, uma vez ela minimiza
a movimentagcdo de dados. Ainda segundo o autor, os ganhos de performance e economia
no consumo energético sé sdo maximizados quando a solugao implementada se adequa a
arquitetura do hardware.

5.1 Resultados

O ambiente de execucdo adotado neste trabalho possui sistema operacional Ubuntu
16.04 LTS, 64 bits e hierarquia de memoria composta por uma cache L1 de 32KiB, uma L2 de
256 KiB, uma L3 de 3M1iB e meméria principal SODIMM DDRS3 sincrona de 2GiB e 1600 M H z.
O processador € um Intel Core i3 — 4010U com frequéncia de 1.70GH z, 2 nucleos fisicos e
microarquitetura Haswell com extensao do conjunto de instru¢des para AVX-256 e SSE4. Cada
nucleo apresenta suporte a multithreading do hardware por meio da tecnologia Hyperthreading
(SMT), sendo 2 linhas de execugao para cada.

5.1.1 Resultados da validagdo do problema

Os parametros de referéncia em termos de precisdo e tempo de execugao foram ob-
tidos a partir da solugéo do problema pela funcao assempde da PdeTool e pelas fungdes de
contagem de tempo tic e toc. Os resultados obtidos sdo mostrados na tabela 7.

Antes da exploracao do paralelismo disponivel no ambiente multicore, foi feita a verifi-
cacao do impacto do armazenamento ou ndao das matrizes dos elementos no tempo de exe-

Qtd. Triangulos | Qtd. Pontos | Resolucao | CPU (%) | Tempo (s) | Tam. (MB)

3190 1.700 0,6 30 0,0989 0,9

88.522 44.692 0,1 30 2,1473 9

1.127.292 565.157 0,028 30 46,9111 177,8
Tabela 7 — Parametros de referéncia obtidos com a funcao assempde
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Algoritmo CPU (%) | Tempo (s)
EBE-CG (Kiss) | 30 13,2032
EBE-CG 30 1,9821

Tabela 8 — Comparacao entre o EBE-CG sequencial sem e com armazenamento de matrizes.
A resolucgao utilizada é a de 0,6

Algoritmo Resol. | Tempo (s) | Iter. (CG) | CPU (%) | Norma Max.
EBE-CG 0.1 394,2595 | 721 25 0,0019
EBE-CG + parfor | 583,2284 | 721 65 0,0019

Tabela 9 — Comparagéao entre a solugao sequencial e com coloragao

cugao. Como pode ser visto na tabela 8, abordagem convencional do EBE-CG (com armaze-
namento de matrizes) apresentou um tempo de execucéo consideravelmente menor. Embora
a estratégia de ndo armazenar as matrizes dos elementos tenha se mostrado efetiva quando
aplicada em sistemas com GPU (KISS et al., 2012), ela ndo apresenta ganhos (speedup) em
uma implementagdo sequencial ou mesmo numa implementacao paralela executada em um
sistema com poucos nucleos.

Uma vez verificado que é preferivel o armazenamento das matrizes dos elementos, é
empregada a paralelizagéo por coloragéo utilizando processos (workers) por meio do bloco de
iteracoes parfor da ParTool. A ndo ser que se diga o contrario, sdo adotados na paralelizagao
2 processos ou threads e uma acuracia de 1e~% na anélise de convergéncia do CG.

Foram realizados testes com as malhas de resolucao (tamanho maximo de arestas)
0,6, 0,1 e 0,028. Como foi verificado o0 mesmo comportamento do speedup em cada uma para
cada caso de teste e sabendo que a analise da escalabilidade depende apenas do aumento
do numero de threads e do speedup gerado (ver secao 3.1.5.2), optou-se por apresentar os
resultados relativos a apenas uma das malhas, no caso a de resolugéo 0, 1.

A norma do maximo (ou norma infinito) fornece a maxima distancia entre 2 vetores e é
utilizada para comparar a solugéo obtida com a solucdo da PdeTool. Nas implementacées com
decomposicao de dominio esta norma tende a ser maior, devido a “costura” gerada entre os
dominios ao final da execucdo. A medida em que sdo realizadas iteragdes do JSM esta “cos-
tura” tende a ser suavizada. A tabela 9 apresenta os resultados do EBE-CG sequencial e com
coloragéo para a malha de resolugéo 0, 1. Foram utilizadas 13 cores, 7 com 6810 elementos, 4
com 6809 e 2 com 6808, sendo esta uma distribuicdo bem balanceada.

Apés adaptagdes no codigo e na estrutura de dados da coloragéo foi verificado na
documentacao da ParTool (MATHWORKS, 2017b), a existéncia dos comandos parfor € spmd
dentro de loops nao é recomendada visto que a cada iteragdo do loop externo ocorre troca
de mensagens entre o processo client e os workers. Além disso, a documentacao informa
que iteracdes que apresentam operagdes simples e baixo tempo de execucdo ndo devem ser
paralelizadas pela toolbox devido ao custo adicional de meméria e comunicagéo para se criar
e manter 0os workers.

O tempo de execugéao e o percentual de uso da CPU do algoritmo paralelizado foram
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Resol. | Tempo (s) | Iter. | CPU (%) | Norma Max. | Speedup | Eficiéncia
0,1 293,225 1 65 1,3789 1,44 0,72

Tabela 10 — Ganhos de performance com o JSM e spmd

Resolucao | Tempo (s) | lteracées | CPU (%) | Norma Max.
0,1 13,0292 720 25 0,0289
0,028 741,8785 | 2296 25 0,0299

Tabela 11 — Implementacao sequencial em C++

respectivamente cerca de 1,5 e 2,6 vezes maiores que a versao sequencial sendo necessario
0 uso de outras estratégias.

5.1.2 Resultados da aplicacdo de estratégias

O excesso de comunicagao encontrado na execugao com o parfor pode ser contor-
nado com o aumento da granulagdo e/ou com o uso de threads.

A viabilidade da primeira estratégia é verificada ainda no ambiente do MATLAB® | por
meio do bloco spmd da PdeTool associada a decomposi¢éo de dominio do JSM, ao invés do
uso de coloragcdo. Como é possivel criar apenas 2 workers, a malha é particionada como apre-
sentado no esquema da figura 27. A cada iteragédo do método de Jacobi-Schwarz é realizada
a troca de informagcdes relativas a fronteira. E dito que o método converge se a distancia eucli-
diana entre o valor anterior de uma fronteira e o valor a ser recebido for menor que 1e=2. Como
o particionamento é feito de forma simétrica, o método converge logo na primeira iteragao do
JSM, ou seja, o sistema de cada subdominio é resolvido em paralelo via CG e em seguida
as solugdes sao unificadas, sem a necessidade de um reprocessamento. A tabela 10 contém
os dados do tempo de execucdo para a malha de resolucdo 0,1 com sobreposicdo de lem
(6,32%).

A aplicagao da decomposicao de dominio e 0 uso do bloco spmd foram responsaveis
por um ganho de velocidade de 34%. O outro caminho investigado é a utilizagdo de threads ao
invés de processos e para isso € realizada a implementacdao em C/C++.

Como pode ser observado na tabela 11, o EBE-CG sequencial do MATLAB® é cerca
de 30 vezes mais lento que o implementado em C++. Essa discrepancia se da pelo fato de
terem sido utilizadas estruturas de dados complexas (cell e struct) no MATLAB® ao invés
de vetores unidimensionais, como foi feito no C++. Ao se utilizar células para armazenar os
dados das matrizes dos elementos e dos vetores rhs pode perder a contiguidade de meméria
e assim o beneficio do principio da localidade.

A tabela 12 apresenta o resultado da paralelizagdo com granulagao fina em C++ por
meio da coloracdo e a tabela 13 o resultado da paralelizacdo com granulagao grossa e decom-
posicao de dominio de Jacobi-Schwarz. Novamente, como o dominio é particionado simetri-
camente, a convergéncia ocorre logo na primeira iteracdo do JSM. Como era de se esperar,
o algoritmo com granulagao grossa, mais adequado para sistemas MIMD, possui melhor de-
sempenho.
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Resol. | Tempo (s) | Iter.(CG) | CPU (%) | Norma Max. | Speedup | Eficiéncia
0,1 5,7232 730 40 0,0279 2,28 1,14
0,028 | 296,45 2296 40 0,0159 2,52 1,26

Tabela 12 — Implementagdo multithreading com coloragdo em C++

Resol. | Tempo (s) | Iter. (JSM) | CPU (%) | Norma Max. | Speedup | Eficiéncia
0,1 2,4425 1 50 0,3123 5,34 2,17
0,028 | 133,4312 | 1 65 0,2991 5,56 2,28

Tabela 13 — Implementacao multithreading com decomposicao de dominio em C++

N°. Th. | Tempo (s) | Iter. (CG) | CPU (%) | Norma Max. | Speedup | Eficiéncia
3 5,3842 729 65 0,0212 2,4198 0,8066
4 5,1218 752 70 0,0252 2,5498 0,6359
5 5,9925 726 80 0,0302 2,1742 0,4348

Tabela 14 — Aumento do niumero de threads no EBE-CG com coloracao em C++. Dados refe-
rentes a malha de resolugéo 0, 1.

A extrapolagao do numero de threads é apresentada nas tabelas 14 e 15. Como pode
ser visto na primeira, a performance tende a cair a medida em que o niumero de threads ultra-
passa o numero de nucleos Hyperthreading do processador, uma vez que neste caso, deixa
de existir o0 paralelismo real e as threads passam a concorrer pela execucao. Na paralelizagdo
com decomposicao de dominio a distribuicdo adequada dos dados é de extrema importancia.
Como foi adotado o particionamento da malha orientado pelos eixos do plano cartesiano, pode
ocorrer o desbalanceamento na distribuicao dos nés de contorno (placas do capacitor), como
pode ser visto nas figuras 31 e 32 para o particionamento em 3 subdominios. Esta ma distribui-
¢ao ocasiona uma lentiddo na convergéncia do método, uma vez podem ser necessarias mais
iteragdos do JSM que o numero de threads, o que torna a performance do cédigo paralelizado
pior que a do sequencial.

Figura 31 — Particdo do dominio em 2, 3 e 4 subdominios

Fonte: Elaborada pelo autor

Se for considerado o caso em que a decomposi¢ao do dominio distribui de forma ba-
lanceada as condi¢des de contorno, para que haja pouca ou henhuma comunicagao entre os
dominios, o problema pode ser considerado fortemente escalavel (ver secéo 3.1.5.2), uma vez
que a medida em que se aumenta o numero de threads para um tamanho fixo do problema, o
tempo de execucao tende a diminuir e a eficiéncia a se manter.
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Figura 32 — Imagem da 1¢, 10%, 19* e 28“ iteragdo do JSM para 3 dominios. A cada iteragao
do JSM os sistemas de cada subdominio sdo solucionados via CG. Devido a ma
distribuigcdo dos valores de contorno, ocorre um excesso de comunicacao, sendo
necessarias muitas iteracées do JSM para se obter uma solugao satisfatéria

0 5 10 15 20

Fonte: Elaborada pelo autor

N°. Th. | Tempo (s) | lter. (JSM) | CPU (%) | Norma Max. | Speedup | Eficiéncia
3 15,94 30 70 0,3125 -
4 1,5252 1 100 0,4852 8,6060 2,1515

Tabela 15 — Aumento do nimero de threads no EBE-CG com o JSM em C++. Dados referen-
tes a malha de resolugéo 0, 1.

5.1.3 Aplicagao de otimizagbes

Embora o uso de threads e processos seja a forma mais comum de se explorar o pa-
ralelismo do hardware, existem ainda os paralelismos em nivel de instru¢do (ILP) e em nivel
de dados (DLP), os quais podem ser explorados sem se alterar a estrutura sequencial do pro-
grama. Para fazer uso do ILP o cédigo sequencial foi otimizado por meio do desdobramento
de loops e renomeacao de variaveis. O DLP é explorado utilizando-se explicitamente as ins-
truc6es multimidia dos conjuntos sse e avx a partir das bibliotecas emmintrin € immintrin da
Intel. A tabela 16 contém os resultados da otimizagdo do algorimo sequencial.

Ao se comparar os resultados da tabela 16 com os das tabelas 12 e 14 é possivel notar
que os ganhos de performance utilizando-se apenas otimizacdes de cédigo sdo maiores que
os ganhos com o uso de multithreading e coloracdo. Além da execucdo mais rapida, o cédigo
otimizado apresenta maior eficiéncia energética, pois utiliza apenas 30% da CPU, enquando o
EBE-CG com coloragéo utiliza de 50 a 70%. Embora a redugdo no consumo de poténcia em
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Otim. | Tempo (s) | Iter. (CG) | CPU (%) | Norma Max. | Speedup | Eficiéncia
ILP 4,9051 720 30 0,0281 2,6563 2,6563
DLP 4,6532 720 30 0,0290 2,8001 2,8001

Tabela 16 — Performance das otimizagdes aplicadas ao cédigo sequencial. Dados referentes
a malha de resolugéo 0, 1.

Tempo (s) | Iter. (JSM) | CPU (%) | Norma Max. | Speedup | Eficiéncia
2,2101 1 50 0,3128 5,8955 2,9477

Tabela 17 — Associacao entre TLP, DLP e ILP de forma a maximizar a eficiéncia energética.
Dados referentes a malha de resolugao 0, 1.

Sobrep. (cm; %) | Tempo (s) | CPU (%) | Norma Max. | Speedup | Eficiéncia
0,4;2,5 2,0935 50 0,9828 6,2236 3,1118
0,2 ;1,24 2,0563 50 0,9125 6,3362 3,1681

Tabela 18 — Reducao da sobreposicao e uso do precondicionador de Jacobi. Dados referentes
a malha de resolugao 0, 1.

detrimento do tempo de execugao seja uma forma de subutilizagdo de recursos, ela é uma
caracteristica desejavel para a economia no consumo no consumo de energia em clusters
bem como para o aumento da duragédo de baterias em dispositivos méveis (YANG; CHENG,
2015).

Considerando que a eficiéncia energética pode ser vista como a razao apresentada na
equagao 5.1, a decomposicao em 2 subdominios é mais eficiente em termos de velocidade e
economia de energia que a de 4 subdominios. Enquanto para 2 subdominios a razao € igual a
10,68, para 4 ela é igual a 8, 6. Ao se aplicar as otimizagdes de ILP e DLP ao algoritmo de de-
composi¢ao de dominio obtém-se os resultados da tabela 17. O valor de eficiéncia energética
para este caso é igual a 11, 8.

Speedup x 100

Efic. E Stica =
fic. Energética CPU

(5.1)

As Ultimas estratégias adotadas para o ganho de performance consistem na redugao
da regido de sobreposicao e na aplicacao de um precondicionador, de forma a reduzir o nu-
mero de iteragdes necessarias no CG. A regidao de sobreposigcao utilizada nos resultados é
de 1em e possui 6,32% dos elementos da malha de resolugéo 0,1 e 6,22% da de resolucao
0, 028. Os resultados do uso do precondicionador de Jacobi aplicado junto a reducao da regiao
de sobreposicao sdo apresentados na tabela 18. O precondicionador de Jacobi se mostrou
pouco efetivo, com reducao de aproximadamente 7% do numero de iteragées do CG e com a
inclusdo de maior erro na aproximacao.

Uma compilacédo dos resultados para malha de resolucao 0, 1 € apresentada na figura
33. Como os eixos representam o percentual de CPU e o tempo de execugao, os melhores
resultados (melhor eficiéncia energética) estdo mais préximos da origem. A figura 34 con-
tém os resultados obtidos na implementagao. O valor obtido para o campo elétrico E foi de
60, 45kV /m préximo ao valor da solugao exata 60, 5V /m conforme apresentado no exemplo
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Figura 33 — Dados das execugdes para a malha 0.1. Quanto mais préximo da origem, maior a

eficiéncia energética
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 34 — Resultados obtidos na solucao paralela do PVC

(a) Valores da distribuigao do potencial
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Fonte: Elaborada pelo autor

10.4 de Boylestad (2011).

5.2 Consideracoes e limitacoes

Retomando os objetivos iniciais do trabalho, foram apresentados neste capitulo os re-
sultados experimentais da exploracao dos niveis de paralelismo de um computador multipro-
cessado. No capitulo 4 foi demonstrado o processo de paraleliza¢ao do algoritmo do FEM por
meio da estratégia EBE associada a coloracdo da malha e a decomposicdo de dominio de
Jacobi-Schwarz. Como mostra a figura 33, se tratando de eficiéncia energética (boa relacao
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entre tempo de execugao e uso da CPU), tanto o algoritmo sequencial com DLP (paralelizacao
do tipo SIMD) quanto as versoes que utilizam decomposicao pelo JSM com 2 threads apresen-
taram resultados satisfatérios. Levando em conta apenas o tempo de execugao, o JSM com 2
e 4 threads apresentou melhor performance até mesmo que a fungéo assempde do MATLAB®.
Em relagcdo a acuracia, o método com DLP apresentou melhores resultados, visto que nao é
preciso particionar a malha e entao “costura-la” novamente. A maior precisao nos resultados
do JSM e consequentemente a suavizagao das fronteiras pode ser obtida diminuindo-se o
valor da tolerancia na comparacao das fronteiras e assim iterando mais de uma vez.

A Principal limitacdo do trabalho esta imprecisdo de alguns resultados, visto que a
cada execucao é retornado um valor ligeiramente diferente do anterior, sobretudo devido ao
sistema de cache ou a execucao simultdnea de outros programas, como por exemplo, o editor
de texto e a IDE. Para a malha com resolucao de 0, 1 foi tomada a média de 3 execugdes, mas
nenhum calculo de estatistica (como por exemplo o desvio padrao) foi realizado. Para malhas
mais densas, como € o0 caso da resolugao 0,028 a variagdo em cada execugao foi menos
significativa. Além disso, o percentual de uso da CPU varia ao longo de uma execuc¢ao, sendo
utilizado para os calculos apenas o maximo valor identificado.

Uma segunda limitagao é a restricdo da solugao para a clase de problemas positivos
definidos (elipticos). A solucao de problemas hiperbdlicos e parabdlicos pode ser feita por meio
da implementacéo do BiCGStab.

A Ultima limitagdo consiste no fato de que os resultados foram obtidos utilizando-se
um ambiente multicore (Unico chip com mdltiplos nicleos) e ndo um sistema multiprocessado
genérico (com mais de 1 chip). Esta escolha se justifica pela tentativa de se obter resultados
préximos aos que seriam observados no processamento em dispositivos moveis, tais como
celulares e tablets.

5.3 Trabalhos futuros

Uma vez que os resultados deste trabalho foram satisfatérios abre-se espaco para que
este possa ser utilizado como referéncia para trabalhos futuros, tais como os que seguem:

e Implementacao e paralelizagao da geracao de malha e das etapas de pré-processamento
€ pos-processamento do FEM;

e Aplicacdo da solugao implementada a outras linguagens de programagao nativamente
paralelas, tais como as citadas na se¢éo 3.1.2.2;

e Associacdo com o MPI do algoritmo do EBE-CG proposto, de forma a expandir a solugéao
para sistemas de memoria distribuida;

¢ Utilizacao de precondicionadores mais eficientes que o de Jacobi e expansao da solugéo
para resolver outras classes de PDE, como por exemplo as com dimensé&o temporal;

e Investigar a paralelizagéo de outros métodos de solu¢cdo de PDE como por exemplo os
métodos sem malha e o FEM com sobreposicao;
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e Investigar otimizacdes para o JSM ou ainda novas estratégias de decomposicao de do-
minio como por exemplo a FETI;

e Investigar o impacto da exploragéo do paralelismo da CPU em sistemas heterogéneos.
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APENDICE A — Método dos elementos
finitos em 2 dimensoes

Neste apéndice € apresentada a solucao de um modelo de elementos finitos. O exem-
plo desenvolvido foi adaptado do exemplo 6.1 de Sadiku (2001). Deseja-se saber o valor do
potencial elétrico nos pontos a e b da placa submetida a uma diferenca de potencial de 10V,
como mostra a figura 35a.

O primeiro passo consiste em realizar a triangulagdo da malha. Uma possibilidade de
malha é apresentada na figura 35b. A estrutura de dados tr: contém a informacgao sobre quais
vértices formam cada elemento enquanto a estrutura nos possui as coordenadas de todos os
vértices da geometria do problema.

O passo seguinte é a definicdo da funcdo de interpolacéo. A aproximacao da distri-
buicao do potencial num dado elemento pode ser feita por uma fungéo linear, como mostra a
equacao A.1. Desta forma, os valores de V em cada n6 podem ser obtidos pelo sistema de
equagodes A.2

Ve =a® + bz + ¢y (A1)
Vf 1 =y a
VQE =11 T2 Y2 b (A2)
Vs I w3 y3| ¢

Deseja-se entao resolver o problema encontrando os valores dos coeficientes a, b e
¢ que fazem a aproximagado de V. Dada a simplicidade o sistema ele pode ser resolvido
invertendo-se a matriz por meio do calculo dos determinantes e cofatores. Os valores da trans-

Figura 35 — Exemplo do FEM em 2 dimensodes

(a) Geometria do problema (b) Triangulagéo do problema

05 26
23 08
50 13
30 32

32+ nos =
2.6 1

B W N =

2 tri =

0.5 2330 50

Fonte: Elaborada pelo autor
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posta da matriz de cofatores sdo dados na equacgéo A.3 e o determinante na equacao A.4. A
equacao A.5 contém a substituicdo na equacao A.1 dos valores dos coeficientes calculados.

(ways — z3y2) (z3y1 — x1y3) (T1y2 — @2y1)

cof (A" = | (y2—u3) (y3 —y1) (Y1 — y2) (A.3)
(3 — x2) (x —1—uxz3) (g — 1)
det(A°) = (z1y2 — z2y1) + (23y1 — T1Y3) + (22y3 — T3Y2) (A.4)
a Ve
~ cof(ANT | 1 3 -
R 1 BRI b e 1 B W LS
b ‘;’36 j=1

Obtidas as funcoes de interpolacdo N¢, a préxima etapa consiste na montagem do
sistema de equagbes do problema, comegando pela definicdo das matrizes elementares. A
distribuicdo do potencial € modelada pela equacao de Laplace V2V = 0. Substituindo esta
equacao em 3.15 e adotando-se o método de Galerkin, tem-se a integral A.6.

//NfVQVedxdy — RS i=1,2,3 (A.6)

Aplicando a integragéo por partes fazendo v = N e dv = V2V, tem-se como resultado
da relacdo [ udv = uv — [vdu a equagdo A.7.

/ VVeVNSdady = RS i—1,2,3. (A7)

Substituindo V¢ por sua aproximacgao obtida em (A.5) obtém-se a férmula da matriz
elementar nas equacoes A.8 e A.9.

3 3
/ / VNSVEVNfdedy =Y / / (VNEUNS) Videdy = R i=1,23.  (A8)
j=1 j=1

K5 = [ [(VNeVNy) ddy (A9)

De forma a agilizar os calculos das matrizes elementares define-se na equacéo A.10
a partir dos elementos das equacdes A.3 e A.4 as variaveis P, Q e A. P e () sdo obtidas a
partir das simplificagdes nos célculos e A é a area do tridngulo. A equacédo A.11 mostra como
os coeficientes podem ser calculados apds a simplificacao

Py = (y2 —y3) Py = (y3 — 1) P3 = (y1 — 1)
Q1 = (73 — 12) Q2 = (21 — x3) Q3 = (z2 — 1) (A.10)
A= 1(PQs — P3Q2)
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. 1

(PP + QiQj) (A.11)

As matrizes dos elementos e a matriz global sdo apresentadas nas equagbes A.12 e
A.13. Apés a definigdo das matrizes elementares € realizado o mapeamento de seus coefi-
cientes para a matriz global. Enquanto a matriz elementar € da ordem do nimero de nés do

elemento, a matriz global de coeficientes é da ordem do niumero de n6s da malha.

0,560 —0,285 —0,274 0,620 —0,257 —0,362
K'=1-0,285 0,592 —0,3066| K*>=|-0,257 0,509 —0,252 (A.12)
~0,274 —0,306 0,580 ~0,362 —0,252 0,615
0,560 —0,285 0  —0,274
~0,285 1,213 —0,257 —0,669
K- | ’ ’ ’ (A13)
0  —0,257 0,509 —0,252

~0,274 —0,669 —0,252 1,195

A atribuicdo dos valores de contorno consiste na reducéo da ordem na matriz A.13 por
meio da eliminag¢ao dos graus de liberdade (nés) com valores pré estabelecidos (contorno). As
equacoes A.14 e A.15 exibem o sistema reduzido e a solucgao.

0,560 —0,285 0  —0,274\ [ 10 0
—0,285 1,213 —0,257 —0,669 | | V2 0
’ ’ ’ ’ = (A.14)
0  —0,257 0,509 -0,252|] 0 0
—0,274 —0,669 —0,252 1,195 ) | V4 0

1,213 —0.257\ [V? 2.858 V2 5.241
= = = (A.15)
—0,669 —0.252) | V4 2.741 V4 5.227



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Lista de abreviaturas e siglas
	Sumário
	Introdução
	Justificativa
	Problema
	Objetivos
	Objetivos Gerais
	Objetivos Específicos

	Resultados Esperados
	Estrutura da monografia

	Estado da arte
	Fundamentação Teórica
	Programação paralela
	Paralelismo em nível de instrução
	Pipeline de dados
	Múltiplo despacho
	Programação voltada para ILP

	Paralelismo em nível de threads
	Ganulação de multithreading
	Programação multithread

	Paralelismo em nível de dados
	Extensões da ISA para multimídia
	A arquitetura das GPUs
	Programação voltada para DLP

	Paralelismo em nível de processadores
	Sistemas de memória compartilhada

	Procedimentos e métricas para a paralelização
	Metodologia de Foster
	Métricas de desempenho


	Método dos elementos finitos
	Problema de Valor de Contorno
	Métodos numéricos para PVCs
	Formulações do FEM
	Método dos Resíduos Ponderados
	Discretização do domínio
	Seleção das funções de interpolação
	Formulação do sistema de equações
	Solução do sistema de equações


	Método dos Gradientes Conjugados
	Matrizes Positivas Definidas (PD)
	Método da descida mais íngreme
	Direções conjugadas e gradientes conjugados
	Análise de convergência

	Precondicionamento e aceleração da convergência
	Decomposição de domínio de Schwarz
	Solução elemento a elemento


	Materiais e métodos
	Validação do problema
	Especificação do problema
	Solução do PVC na PDETool
	Implementação do FEM
	Implementação do EBE-FEM
	Atribuição das condições de contorno
	Adaptação do CG

	Coloração da malha
	Paralelização do algoritmo

	Aplicação de estratégias
	Troca de parfor por spmd
	Troca de workers por threads
	EBE-CG sequencial em C++
	EBE-CG com coloração
	EBE-CG com decomposição de domínio


	Otimizações
	Paralelismo em nível de dados
	Paralelismo em nível de instrução
	Precondicionamento


	Conclusão
	Resultados
	Resultados da validação do problema
	Resultados da aplicação de estratégias
	Aplicação de otimizações

	Considerações e limitações
	Trabalhos futuros

	Referências
	Método dos elementos finitos em 2 dimensões

